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Предисловие 

Данное пособие представляет собой третий том четырехтом- 
ника “Математический апализ” (первый том второй части). 

Учебник написан в рамках цикла книг по разделам высшей 
математики, составленных на основе курсов лекций, читаемых 

автором в Санкт-Петербургском государственном политехниче- 
ском университете, основанием для написания которого послу- 
жило желание дать достаточное по строгости, глубине и доходчи- 
BOCTH изложение основ высшей математики. 

Учебник адресован студентам первых курсов высших техниче- 
ских учебных заведений, обучающимся по направлениям и профи- 
лям технических специальностей высшего образования (ВО), раз- 
дел “Математический и естественнонаучный цикл” для которых 

содержит согласно ФГОС ВО курс “Математический апализ” или 
“Высшая математика”. Учебник может быть использован и для 

самостоятельной подготовки и повышения квалификации по базо- 
вой части этих дисциплин. 

Для успешного овладения материалом обучающиеся должны 
хорошо знать базовый курс математического анализа (в объеме 
первых двух томов учебника “Математический анализ”) и владеть 
навыками логического и алгоритмического мышления, а также 
математическими методами решения задач согласно требованиям 
стандартов среднего образования. 

В третьем томе учебника изложен теоретический материал 
по темам “Предел и пепрерывность функции нескольких пере- 
менных”, “Частные производные и дифференциалы функций 
нескольких переменных”, “Теория неявных функций”, “Обычные 

и условные экстремумы для функций нескольких переменных”, 
“Числовые и функциональные ряды”. Эти темы представляют 
собой продолжение материала по дифференциальному и инте- 
гральному исчислению, рассмотренному в первых двух томах. 

Разобрано большое количество примеров и задач, разъясняю- 
щих основные идеи, понятия, теоретические факты и их практиче- 
ское применение. 

Перечисленные выше темы определятот содержание компетен- 
ций, знаний и умений, формируемых при изучении материала.



В результате изучения третьего тома учебника “Математиче- 
ский анализ” обучающиеся должны: 

знать 
. понятия частных производных, обычных и условных экстре- 

мумов, числовых и функциональных рядов и связанные с ними 
методы математического анализа; 

. Положения и теоретические основы дифференциального 
и интегрального исчисления функций нескольких переменных; 

. методы решения прикладных задач, базирующиеся на оты- 
скапии экстремумов функций нескольких переменных, исследова- 
нии сходимости рядов и т.п.; 

уметь 
. использовать полученные знания о математических поня- 

тиях, методах и моделях в практической деятельности при 

вычислении частных производных и дифференциалов и иных 
характеристик, встречающихся в курсах естественнонаучных, 
общепрофессиональных и специальных дисциплин; 

. применять теоретические знания для математического 
исследования свойств функций нескольких переменных, сходимо- 
сти числовых и степенных рядов, рядов Фурье, а также анализа 
и интерпретации полученных результатов в прикладных задачах; 

° самостоятельно формулировать, обосновывать и строго логи- 

чески и математически доказывать утверждения из области теории 
пределов и непрерывности функций нескольких переменных, диф- 
ференциального и интегрального исчисления этих функций; 

. выбирать необходимые математические методы для прак- 
тического решения задач оптимизации и оценки погрешности 
по формуле Тейлора и с помощьо рядов и др.; 

владеть 
¢ навыками разрешения проблем, возникающих в ходе мате- 

матического моделировапия реальных процессов и явлений мето- 
дами дифференциального и интегрального исчисления функций 
нескольких переменных; 

¢ навыками работы с учебной и научной математической лите- 

ратурой для поиска необходимой информации по вопросам вычис- 
ления частных производных и дифференциалов, исследованию 
сходимости рядов; 

. современными технологиями математического анализа 
и информационной поддержки решения задач теории функций 
нескольких переменных.



На основе полученных знаний у обучающихся формируются 
следующие общекультурные и профессиональные компетенции: 

. способность использовать осповные законы и методы диф- 
ференциального и интегрального исчисления в профессиональной 
деятельности, применять методы математического анализа и модс- 
лирования функций нескольких переменных в теоретических 
и экспериментальных исследованиях; 

. умение выявить математическую сущность проблем, возни- 
кающих в ходе профессиональной деятельности, привлечь для их 
решения физико-математический аппарат исчисления бесконечно 
малых и бесконечно больших функций нескольких переменных, 
приближенные алгоритмы на базе исследования сходимости рядов, 
отыскания экстремумов в мпогомерных простраиствах; 

‚ способность разрабатывать математические модели объектов 
профессиональной деятельности с привлечением дифференциро- 
вания и интегрирования функций многих переменных, а также 
определять характеристики реальных объектов по разработанным 
моделям.



Глава 1 

ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 

НЕПРЕРЫВНОСТЬ 

$1. Геометрическое введение 

1. Совокупность п чисел (xX), X2,...,X,), взятых в определен- 
ном порядке, называется точкой п-мерного пространства. 

Множество всех таких точек называют л-мерным простран- 

ством и обозначают через В”. 
Числа xX), X, ..., X, называют координатами точки. 

2. Пусть A(X,,X2,...,%,) и BX,X2,...,X,) — любые две точ- 

ки из В”. Расстоянием между точками Аи В называется число 

p (A, В) = @, -%)? + (& -5,)? +...+@,-#,)?. 

Это число удовлетворяет следующим трем условиям: 

а) р (4, В) 20, причем p(A, В) =0 лишь тогда, когда точки A 

и В совпадают, т.е. когда x, = X15 X) = %,, X, = X,. 

6) p(A, В) = p(B, A) (свойство симметрии). 

в) Ели A, В и C— любые три точки из В", TO 

p(A,C) < p(A, В) +р(В,С) (неравенство треугольника). 

3. Пусть А(а,,а>,..., а„) — некоторая фиксированная точка из 

В” и пусть R>O — некоторое число. Множество всех точек 

Мо, ,х,....х,) из В”, для которых р(М,А) = Е, называется 
сферой радиуса К с центром в точке A. 

p(M,A) = В <> а — a4)? + (x2 — ay)? +...+ (х, - а)? =В (1) 
— уравнение сферы. 



Множество всех точек M(x,,X2,...,X,) из В", для которых 

р(М,/) < К, называется открытой сферой радиуса К с центром в 

точке A. 
Множество всех точек M(x,,X,...,X,) из В”, для которых 

p(M,A) < К, называется замкнутой сферой радиуса К с центром в 

точке A, 
4. Пусть имеются числа ау, а2,..., аа и в, 5>,..., 5, такие, что 

a, <b, а> <b,,, а, <В,. Множество всех точек М(х,,хо, ..., Хи) 

из В”, для которых 

fa, <x, <b, 

Qa, <Х.> <b, 
‹ 

называют открытым параллелепипедом и обозначают через (Р). 

Множество всех точек М(х,,х.,..., Х„) из В”, для которых 

называют замкнутым параллелепипедом и обозначают через (Р). 

a, +5, a, + by a, +6, 
5 , 5 Е Точку с называют центром паралле- 

лепипеда. 
5. Пусть Е — некоторое множество точек из В”. Множество E 

называется ограниченным, если существует число К > 0 такое, что 

все точки множества ЕЁ оказываются лежащими внутри сферы 

радиуса А с центром в точке О (0,0, ...,0). 

Теорема. Пусть множество Е(М) < В”. Пусть: 

{x,}, МЕРЕ, — множество, которое образуют первые коор- 
динаты точек М из £; 

{x}, Me E,— множество, которое образуют вторые коор- 

динаты точек М из ЕЁ; 
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{x,}, МЕЕЁ, — множество, которое образуют п-е координа- 

ты точек М из Ё. 

Для того чтобы множество E(M) было ограниченным, необ- 

ходимо и достаточно, чтобы были ограниченными одновременно 

множества: {x,}, MeE; {x}, МеБ; ; {x,}, MeE. 

Необходимость. 

> Дано: Е (М(х,х,, ...,х,)) — ограниченное. Следовательно, 

существует число А > 0 такое, что р(М, О) < К для любой точки 

М из Е т.е. fx? +х2 +...+х2 < В для любой точки М из Е. 

Имеем тогда: 

0<|x,|< fx? +23 +...+52 < В, 

0 < |х.| < fx? +х2 +...+х2 < R, 

0<|[х,| < yx? +22 +...+х2 < К, 

для любой точки М из Е. А это означает, что множества {хи}, 

МЕЕ; {x.}, MeE;; {x,}, Me E — ограниченные. 4 

Достаточность. 

> Дано: Множества {х,}, МеБ; {х›}, MEE; ; {xn}, 

М ЕЁ, — ограниченные. Следовательно, существует число L > 0 

такое, что [|< L, |x.|<L,, |x,|< Ё., для любой точки М из Е. 

А тогда 

2 2 2 ix? x3 +...422 <L-vn (=R), 
определенное число 

т.е. р(М,О) < R длялюбойточки Мизмножества 2. А это означает, 

что множество E(M) — ограниченное. 4 

6. Пусть функции $, (1), $ф>(1), ..., 9, (4) определены и непре- 

рывны на промежутке [a,b]. Множество всех точек 

М(,хо,....х,) из в", для которых 

11



Хх! = p, (4), 

*2 = 92 са, (2) 
| Х„ = 9, (4), 

называют непрерывной кривой и обозначают через (А). Уравнения 

(2) называются параметрическими уравнениями кривой (К). 

7. Пусть Е — некоторое множество точек из В”. Множество ЕЁ 
называется связным, если любые две точки этого множества мож- 
но соединить непрерывной кривой (К), все точки которой при- 
надлежат E. 

8. Пусть 

{M1 (xf, x, ..., xy} (3) 
КЕМ 

есть некоторая последовательность точек из В”. Пусть 

А(а1,а2,..., а„) — некоторая фиксированная точка из В”. Гово- 

рят, что последовательность точек (3) сходится к точке А, и пишут: 

М asm A, если p(M,,A) 0. (4) 

Теорема. Для того чтобы последовательность точек (3) сходи- 
лась к точке A, необходимо и достаточно, чтобы одновременно 
было: 

(К) ) (k) ) (k) ) 
x; k—yoo ат, x5 Ко а>, eer gy Xn К 400 ay, . (5) 

Необходимость. 

>» Дано: M, === «> Р(М»,/4) ———>0 «> 

> (xf) а)? +(x - a)? +...+ (50 а, => 0. © 
Имеем: 

0 < Ix{*? -a,| < f(x — ay)? + (x - a9)? + ...4 (x а), 
2 2 . 2 0< [xf - а. < (9 -a))? +05 - a9)? +... 4 (XM -а,)?, 

0 < |x -a,| < ment ~a,)’ + (x) — а2)? +...+ (x -a,)?. 
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Принимая во внимание (6), заключаем, что 

(К) | (k) > (К) \ 
x; k—co Qa), х> k ео Qa), eoey xX; k— co a,. <q 

Достаточность. 

} Дано: ха, x) k 
k >> оо ›а2, , xh) > ay => k- 00 К оо 

=> (x(*) -4)=5=> 9, 

(x*) — 4) > 9, cong (x(*) - a4,) =s5=> 9 => 

k 2 
=> (x! ) _а1) > 0, 

(xf) -a))? 0, ..., GM -a,? 0 = 

=> [око - a)? +X - a2)? +...4 0 а)? |-> 0 => 

=> Р(М», 4) z= 0. 

А это означает, что М, ==> A. 

9. Пусть E{M}— некоторое множество точек из В”. Пусть 

А — некоторая фиксированная точка в В”. Точка А может принад- 

лежать, а может и не принадлежать множеству E{M } . 

Точку A называют предельной точкой множества Е [М } ‚ если 

можно построить последовательность точек [М k been такую, что 

МуЕЁ, М, #А для любого keN u М, => A. 

10. Множество E{M } называется замкнутым, если оно содер- 

жит все свои предельные точки. (Примерами замкнутых мно- 

жеств являются замкнутая сфера, замкнутый параллелепипед.) 

$2. Принцип выбора 

Пусть 

My (x(x, yt (1) 

есть некоторая последовательность точек из В”. 
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Если последовательность (1) ограниченная, то из нее можно 
выделить подпоследовательность, имеющую предел. 

>» Доказательство проведем для случая, когда п=2. В этом 
случае последовательность (1) имеет вид: 

{Mi (Xn Ve been . (Г) 

По условию последовательность точек (1”) ограниченная. Следо- 
вательно, ограниченными будут последовательности 

{Xx ем (2) 

Wk been: (3) 
Рассмотрим, например, последовательность (2). Она — числовая, 

ограниченная. Но тогда, по принципу выбора Больцано — Вейер- 
штрасса для числовых последовательностей, из нее можно выде- 
лить подпоследовательность, имеющую конечный предел. Пусть 
это будет подпоследовательность 

Xk } ск (2) 

и пусть X, ———> а (а — конечное число). Из последовательности 

(3) выделим подпоследовательность 

Yen } нем (3) 

но не по принципу выбора Больцано — Вейерштрасса, а так, что- 

бы индексы (3) совпадали с индексами подпоследовательности 

(2). 
Ясно, что (3) — числовая, ограниченная (ибо таковой явля- 

ется последовательность (3)). Поэтому из (3) ‚ по принципу выбо- 

ра Больцано — Вейерштрасса, можно выделить подпоследова- 
тельность, имеющую конечный предел. Пусть это будет 
подпоследовательность 

ф my } ieN (3) 

и пусть у, —— 6 (65 — конечное число). 
Ат | —оо 

Теперь из (2) выделим подпоследовательность 

{Xn } ЕМ (2) 
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так, чтобы индексы (2) совпадали с индексами (3). Ясно, что 

Xk, >? а (так как любая подпоследовательность, выделенная из 
[со 

сходящейся последовательности, сходится ктому же самому пределу). 

Нетрудно понять, что 1M km \ = ‘XE, Ук у есть иско- 

мая последовательность. Она сходится к точке A(a,b). q 

$3. Понятие функции нескольких переменных 

Пусть имеется некоторое множество ЕЁ пар чисел (x,y). Гео- 

метрически ЕЁ представляет собой некоторое множество точек 
плоскости Оху. 

Если каждой точке (х,у)е E по какому-нибудь правилу со- 
поставляется определенное значение переменной Z, то говорят, 
что на множестве Ё задана функция г = f(x,y). 

Переменные x H у называют независимыми переменными или 
аргументами функции, а множество £ — областью задания функции. 

Придавая х и у конкретные значения (любые, но такие, что 

(x,y) ЕЁ), мы всякий раз будем получать конкретное числовое 
значение переменной <. Таким образом, значениями < “управля- 
от” пары чисел (х,у). 

Для обозначения частного значения функции Zz = f(x,y), OT- 

вечающего частным значениям Ху и уу независимых перемен- 

ных, употребляются символы f(X9, Yo) или <], - Xo" 

У=У 

Функция д = f(x,y) геометрически иллюстрируется так. Pac- 

смотрим прямоугольную пространственную систему координат 
Оху и предположим для простоты, что область задания Ё функ- 

ции представляет собой часть плоскости Oxy. Возьмем на ЕЁ 
какую-нибудь точку M(x,y) и вычислим соответствующее значе- 

ние <. Это г отложим на перпендикуляре к плоскости Oxy, 

проходящем через точку М(х,у). В результате в пространстве 

получим точку P(x,y,z) (см. рис. 1.1). 

Когда точка М(х,у) будет перемещаться в области задания Ё, 

соответствующая точка P(x,y,z) опишет, как правило, некото- 
рую поверхность. Эта поверхность служит геометрическим изоб- 

ражение данной функции Z = f(x,y). 
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Когда мы рассматри- 

ваем функцию Zz = f(x,y), 
заданную формулой (без 
всяких оговорок, связан- 
ных со специфическими 
условиями задачи), то за 

О 57 область задания этой фун- 
кции мы принимаем мно- 

(Е) | ‚7 жество всех тех пар (x,y), 
М(х,у) для которых формула 

x имеет смысл (если оста- 
Puc. LI ваться в области действи- 

тельных чисел). Такую ес- 
тественную область задания часто называют областью 
существования функции. 

Так, например, если функция z = f(x,y) задана формулой 

< = Jl — x? - y? ’ 

то область существования этой функции характеризуется условием 

l-x*-y*2>0 © х+у? <1. 

Видим, что это есть замкнутый круг единичного радиуса с цент- 
ром в точке О (0,0). 

Понятие функции от трех и большего числа переменных вво- 
дится аналогично случаю функции от двух переменных. Именно: 
пусть имеется некоторое множество Ё троек чисел вида (х,у,г). 
Геометрически Ё представляет собой некоторое множество точек 
пространства Охуг. Если каждой точке (x,y,z) ¢ E по какому-то 
правилу сопоставляется определенное значение переменной и, то 
говорят, что на множестве Ё задана функция и= f(x,y,z). И 
здесь, когда рассматривается функция и = f(x, у, ) , заданная фор- 
мулой (без всяких оговорок, связанных с условиями задачи), то за 
область задания этой функции принимается множество всех троек 
чисел (x, у, <) » для которых формула имеет смысл (если оставаться 
в области действительных чисел). В этом случае область задания 
называют также областью существования функции. Например, пусть 

функция и = f(x,y,z) задана формулой: 

и = arcsin (x? + y? +z? -3). 

Область существования этой функции определяется неравенством 

-1<х2+у2 +52 -3<1, т.е. неравенством 2 <х? +у? +22 <4. 
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Видим, что это есть множество точек, заключенных между сфера- 

ми радиусов М2 u2c центром вточке О (0, 0, 0). (Гочки обеих сфер 

также входят в область существования функции.) 
Аналогично: пусть имеется некоторое множество Ё из точек 

вида (х|,Х2,...,х,) (п>3). Если каждой точке (х|,хо,..., Хх) Е Е 

по какому-нибудь правилу сопоставляется определенное значе- 
ние переменной и, то говорят, что на множестве £ задана функ- 

ция и = (хх, ....Х,). 

Переменные X,,X2,...,X, По-прежнему называются независи- 

мыми переменными или аргументами функции, а множество ЕЁ — 
областью задания функции. 

Заметим, что наглядно-геометрически истолковать область 
задания функций от более чем трех независимых переменных не 
удается (нашего обычного трехмерного пространства не хватает). 

$4. Предел функции нескольких переменных. 
Повторные пределы 

Понятие предела функции от нескольких переменных вводит- 

ся совершенно аналогично случаю предела функции одной пере- 

менной. 

Определение. Пусть функция и = (М) определена Ha множе- 

стве ЕЁ (ЕсВ”). Пусть точка А — предельная для множества Е. 

Число / называют пределом функции f(M) при М > А и пишут 

= lim ЛОМ jim УСМ), (1) 

если для любой последовательности точек [М k } keN? такой, что для 

любого КЕМ, М, ЕЁ, М, *#АиМ, re A оказывается, что 

соответствующая последовательность значений функции: 

СМУ), Л(М.), ..., f(M,), ... всегда имеет своим пределом одно и 

то же число [. 

Соотношение (1) записывают также в виде 

[= lim ЛО, 2, +++» Хи). (2) 
х >а 

Хх) > а> 

Xn an 
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Здесь х!, X2, ..., X, — координатыточки М из Ё, a), a2, ..., а, — 

координаты точки A, предельной для А. 

Заменание 1. Для функции f(x,,X2,...,X,) нескольких пере- 

менных, как и для функции одной переменной, можно ввести 
понятие бесконечного предела, а также понятие предела 

jim J(M), когда точка неограниченно удаляется от начала KOOp- 
— 00 

динат, т. е. когда x? +x} +...+х2 3 +00. 

Замечание 2. В случае, когда [, a), az, ..., а, — конечные 

числа, определение предела функции от нескольких переменных 
может быть дано в следующих равносильных формах. 

I. Число / называют пределом функции (М) при M >A, 

если любому числу &>0 отвечает число 6>0 такое, что как 

только МЕЁ, М «А wu p(M,A) <5, так сейчас же оказывается 

| АСМ) - Л <€. 

II. Число / называют пределом функции f(M) при MOA, 

если любому числу =>0 отвечает число 5>0 такое, что как 

только (х|,х.,....Х,) EE, (X1,Xq5 0065 Xp) ¥(4p,42, 0.54, и 

| | -а| < 5, 

м2 - a2] <5, так сейчас же |f(x,,X2,...,%,)-<e. 

| Ix, —а„| < 5, 

Бесконечно малые и бесконечно большие в случае функций 
нескольких переменных вводятся совершенно так же, как и в 

случае функций одной переменной. Именно: функция f(M) 

называется бесконечно малой при М -› А, если 

fim СМ) =0. 

Функция /(М) называется бесконечно большой при М -› А ‚если 

lim АСМ) =, + со, — oo. 

Отметим, что свойства бесконечно малых и бесконечно больших, 
установленные для случая функций одной переменной, распрост- 
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раняются на случай функции нескольких переменных. Сохраняют- 
ся также понятия порядка, эквивалентности бесконечно малых и 
бесконечно больших и свойства, связанные с этими понятиями. 

Сохраняются и свойства конечных пределов. 

1. Число /есть предел функции (М) при М ->› А тогда и только 

тогда, когда разность (М) - [ есть бесконечно малая при М -› A. 

Это можно перефразировать и так: 
Число / есть предел функции (М) при М->А тогда и 

только тогда, когда f(M) может быть представлена в виде суммы 
числа /и бесконечно малой при М >A. 

2. Если существует конечный предел jim АСМ) , то при любом 
> 

постоянном С существует конечный предел jim С - (М), причем 
> 

| -f(M)=C.- li M HC LOM) = C- fim £0), 
3. Если существуют конечные пределы lim f(M) u lim g(M), 

M—A MA 

то существует конечный предел lim [ f(M) + g(M)], причем 
— 

lim [f(M) + g(M)] = lim ЛОМ) + lim g(M), 
Заметим, что это свойство распространяется на любое фиксиро- 
ванное число слагаемых. 

4. Если существуют конечные пределы lim, АСМ) и lim, g(M), 
> > 

то существует конечный предел lim, ДСМ). g(M), причем 
— 

jim АСМ). &(М) = jim СМ). lim 5(М). 

Заметим, что и это свойство распространяется на любое фиксиро- 

ванное число сомножителей. 

5. Если существуют конечные пределы jim, СМ) и 
> 

lim 2(М), причем lim g(M) #0, то существует конечный пре- 
МЫ>А M-A 

.  f(M) 
nen jim, (М) ’ 

причем 

ом мы О 
Мл &М) Пт g(M) 
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6. Если в некоторой окрестности точки A 

р(М) < f(M) < g(M) 

и если jim, р(М) = jim &(М) =/, тои jim УСМ) =Г[; 

ИТ. Д. 
Введенное выше понятие предела функции нескольких пере- 

менных в точке A следует отличать от так называемых повторных 
пределов этой функции в точке A. 

Разъясним понятие повторного предела в точке A на примере 
функции двух переменных. 

Пусть функция и=/(х,у) задана в прямоугольнике 

yh < 
(P) = |, <=, Пусть при 

а---! | р<у<а. 

каждом закрепленном х из 

1 (а, с] существует конечный 

bee = ------- предел lim f(x,y). Ясно, 
yoo 

x что этот предел будет пред- 
ставлять собой функцию от 
xX, определенную в проме- 

Рис. 1.2 жутке (а,с], т.е. 

R
e
 

— 

O
P
 

=
 

=
 

у 

lim f(x,y)=@(x), хЕ(а,с]. 
yb T 

обозначение 

Пусть далее существует конечный предел т = lim o(x). Число т 
х>а 

называют повторным пределом функции f(x,y) в точке А(а,5) и 

пишут 

т = пра f(x,y). 

Пусть теперь при каждом закрепленном у из (b,d] существует KO- 

нечный предел lim f(x,y). Ясно, что этот предел будет представ- 
ха 

лять собой функцию от у, определенную в промежутке (b,d], т.е. 

tim S(x,y) 7 VO) ye(b,d]. 

обозначение 
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Пусть далее существует конечный предел п = lim w(y). Число п 
у> 

будетдругим повторным пределом функции f(x,y) вточке А(а,5). 

Пишут 

п = lim lim f(x,y)). 
yobh\x0a 

2 _ 12 
Пример 1. Для функции f(x,y) = = 7 в точке О (0, 0) 

x“ +y 2 

найти повторные пределы и доказать, что у этой функции в точке 

О (0,0) предела в обычном смысле нет. 

Решение. 1) При любом закрепленном х, отличном от нуля, 
имеем 

о 
2 ™A%9 

+y? 

т.е. ф(х) =1, хЕ (-©, 0) U (0, +00). Ясно, что 

him 1 f(x, у) = lim * 
70x 

lim tim T(x, »)) = = in in x = =1, 
OL yO x” +y 

т.е. m=l. 
2) При любом закрепленном у, отличном OT нуля, имеем 

x? — у? 
lim f(x, у) =lim= ss =-l, 

x0 x? 4 y? 

т.е. w(y)=-l, y € (--, 0) U (0, +00). Ясно, что 

2_ 2 
lim tim I(x, y)) = = lim (si =. y 7|- —l, 

yo0{ x90 x +у? 

т.е. п =-|. 

Видим, что у нашей функции в точке (0,0) существуют оба 

повторных предела и что они различные. 
3) Покажем, что у заданной функции в точке (0,0) предела в 

обычном смысле нет. 
В самом деле, возьмем последовательность точек 

(т +] . Имеем для любого КеМ: точки му.) 

КЕМ К К 
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принадлежат области существования функции; (=. + # (0,0), и 

| 
М, (+ , N= O(0, 0). Соответствующая последовательность 

—) oo 

значений функции будет такой: f/(M,)=0; f(M,)=90;3 ; 

УСМ) =0; . Следовательно, (М) ——0. 
—) со 

~ (2 | 
Возьмем теперь последовательность точек | (zz) 

Имеем для любого К Е М: точки М, & + принадлежат области 

существования функции; (2, +] =. 0) и in,( 2. pees 
kk’ k) &-= 

eoueinacane послеловательность значений функции будет 

такой: fi) =; ; Sih) =2 ‚, f(y) == . Следовательно, 

~ 3 
f(M,)—> =. 

>= 5 

Вывод. У заданной функции в точке O(0, 0) предела в обыч- 

ном смысле нет. 

х2 у? 
Пример 2. Для функции ГХ(х,у)=—— > В точке 

ху +(х-У) 
О (0,0) найти повторные пределы и доказать, что у этой функции 

в точке О (0,0) предела в обычном смысле нет. 

Решение. 1) При любом закрепленном xX (x # 0) имеем 

2.2 
ху lim x = lim = 1 f( ‚У) yO xy? a(x =p? 

т.е. ф(х) =0, x e(-29, 0) Ц (0, +00). А тогда 

2 

lim lim lim f(x, »))= = lim [№ ху | =0, 
х>0| у>0 х?у 2 + (х- у)? 

т.е. т=0. 
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2) При любом закрепленном у (y #0) имеем 

lim f(x,y) = li ху 0 im f(x,y) = lim = 0, 
7 x90 x*y? + (х-у)? 

т.е. у (у) =0, уЕ (-©, 0) U (0, +0). А тогда 

lim{ lim f(x») = lim (vin ху |=0. 
y 0 x0 x? у? +(х- у)? 

т.е. п=0. 

3) Покажем, что у заданной функции f(x,y) в точке О (0, 0) 

предела в обычном смысле нет. 

1 | 
Для этого возьмем последовательность точек M, (+ т 

Имеем для любого К е М: точки му принадлежат области 
к’ 7) P 

[| 1 | 
;|—-,— —,— 0, 0). существования функции; (7 , = 0) и ми. г-—0 , 0) 

Соответствующая последовательность значений функции будет 

такой: f(M,)=1, f(M,)=1, , f(M,)=1, . Следовательно, 

(МОТ. 

(Г 1 
Возьмем теперь последовательность точек ®&(т,-т 

Имеем для любого А = М: точки М, (=. - i) принадлежат обла- 

сти существования функции; М, (=. - i) #0O(0,0) и 

| | 
Му (7 ‚— + = О (0, 0). Соответствующая последовательность 

—) 00 

значений функции будет такой: 

1 
~ — 1 

М = A = | ——>0. О, est Lisa heen 
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Вывод. У заданной функции в точке О (0, 0) предела в обычном 
смысле нет. 

Из приведенного примера видим, что из существования и 

равенства повторных пределов функции в точке не следует суще- 
ствование в этой точке предела в обычном смысле. 

Пример 3. Показать, что у функции f(x,y) =(x+y)- 

x 

ле, HO не существуют оба повторных предела. 
Решение. Отметим, что областью существования заданной фун- 

кции является вся плоскость Oxy с исключенной точкой О (0, 0). 

1) Имеем для любых x #0 n y #0: 

(e+ y)sin sin sfx y1 5 +h). 

- Sin 1. sin в точке O(0,0) существует предел в обычном смыс- 

0< 

Так как lim(x{+[yl)=0, то заключаем, что 
x0 
y= 

. р. | | . 
lim] (x + у) sin = sin — | =0. Следовательно, у заданной функции 
х> 
у>0 у 

в точке О (0,0) существует и равен 0 предел в обычном смысле. 

2) Заметим, что при любом закрепленном х (x # 0) заданная 

функция будет представлять собой функцию только от у. Пока- 

жем, что у этой функции не при любом закрепленном x (x # 0) 

существует предел при у > 0. В самом деле, 

а) Если xe, КЕМ, то im f(xy) = [ку sin ke. 
kr y 0 y0\ kr 

-sin—=0. 

7 1 | 
6) Пусть теперь х = i’ КЕМ. Заметим, что тогда x-sin— #0. 

] X 

Возьмем две последовательности: [Ук ен = in И 

КЕМ 

~ I ~ 
7%} ем "ео | . Ясно, что ух 9 uy, 9. 

. 2 Seen 
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Соответствующие последовательности значений функции будут 
такими: 

SOV ск #10} и 

| Е) 
Ло, )} нем = х+ dks). к" , 

JkeN 

~ ._] 
И , , — . Следова- меем {Лоьук)}———0 {f(x ук} xsin — # 0 д 

тельно, при x # — ‚КЕМ, lim J (x,y) не существует, а значит, He 
Tt yo 

существует и Ит| lim f(x,y) |. 
х—>0\ у-»0 

3) Совершенно аналогично устанавливается, что не существует 

lim tim f(x, У). 
у>0\х->0 

Из приведенного примера следует, что из существования у 
функции f(x,y) обычного предела в точке не следует существо- 
вание у нее в этой точке повторных пределов. 

Пример 4. Вычислить предел функции f(x, у) = х2е-('-У) вдоль 

x =fcosa, 
. te[0,+0), при {> +. Можно ли 

y=tsina, 
любого луча 

функцию f(x,y) назвать бесконечно малой при x > ©, у >? 

. (re cnet ete 
Решение. Имеем f(tcosa, tsin a) = 12 cos? a- e768 а-19та), 

1) Если и=+5 то f(tcosa,rsin 0) _ =0, te[0, +0). Сле- + п 
2 

[9] К bad 

довательно, вдоль лучей a = =>: Jim S(x,y) =0. 
— + co 

Tt . 
2) Пусть a # =. Тогда cos*a>0 u (t? cos? a—fsina) ——> +e. 

[—+ 00 

[2 cos? a 
Имеем в этом случае: fcosa,fsina) = 

y Г ? ) ef cos? a-fsing 
— неопре- 
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со 

деленность вида — при ft -› +00, Раскрываем эту неопределен- 
oo 

ность по правилу Лопиталя: 

2. 21 
lim f(fcosa,/sin о) = с057 a lim , i = 
+= += (216057 м — зта):е" 6S F-fsin 

. ] 
= cos’ a lim : =0. 

{—-+ с Па 2 2 вс; (cos? a- }-e cos* a—fsing 

x =?rcosa, 

y=tsina, 

[Е [0, +0). Заданная функция не является бесконечно малой при 

Вывод: jim f(x,y)=0 вдоль любого луча 
—+ < 

х > co И у. В самом деле, возьмем, например, x, =k, 

ук =k? Ясно, что xy ——> +=, у, ——> +=. При таком вы- 
боре x, и у, будем иметь: 

Го, уь) = Ke!) =k? = lim f(x,,y,) = lim k? = +. 
К —y00 k 00 

$5. Непрерывность функции нескольких переменных 

Определение. Пусть функция и = /(М) определена на множестве 

Е(ЕсВ”). Пусть точка А — предельная для множества E и точка 

АЕБ. Функция и = f(M) называется непрерывной в точке A, если 

jim, АСМ) = f(A). (1) 

“99 На “языке последовательностей” определение непрерывности 

функции и = (М) в точке А формулируется следующим образом: 

Функция и = (М) называется непрерывной в точке А, если для 

любой последовательности точек { М, bien ‚ такой, что M, € E и 

М, — А оказывается, что соответствующая последовательность 
—) co 

значений функции {f(M,)},_. имеет своим пределом f(A). 
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На “языке €-5” определение непрерывности функции 

и = (М) в точке А формулируется так: 

Функция и = (М) называется непрерывной в точке A, если 

любому числу => 0 отвечает число б>0, такое, что как только 

MeE ир(М, А) <8, так сейчас же |f(M) - f(A)|<e. 

Условию (1) непрерывности функции и= (М) в точке A 

можно придать и иную равносильную и часто употребительную 

форму. Прежде всего, следует заметить, что соотношение (1) 

равносильно такому: 

„ит [оч х2, eee Xn) — Оо, Х2о, eng xno) =0. (1) 

Хх. Xu 

Xp >Хно 

Здесь х!, Xz, ..., X, —координатыточки М ЕЁ, ху, X29, ---5 Xn — 

координаты точки A (АЕ Ё и А— предельная для £). Если ввести 

обозначения 

Ах =X, —Xjp, AX. =Х, -Ху, ..., AX, =X, — Xp, 

Au = АО ,х., +9 х„) — Оо» Х2о, eon 9 Хо) , 

то равенство (1) можно переписать так: 

lim Au =0 
Ax, 30 у (2) 

Ах. >0 

Ах, >0 

Величины Ax,, Ахо, ..., AX, называются приращениями незави- 

симых переменных; Аи — приращением функции. 

Итак, функция и= Л (х1,^2,...,Х,) непрерывна в точке 

(Х10›Х20, ..-›Х,о) ТОГДа и только тогда, когда выполнено равен- 

ство (2), т.е. когда приращение функции Аи стремится к нулю, 

как только стремятся к нулю приращения независимых пере- 

менных. 
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Равенство (2) иногда записывают и так: 

lim Аи =0, 
p—0 

где положено р = Ах? + Ax? +...+Ax2 .Величина р представляет 
“4 2 собой расстояние между “исходной” точкой (ху,>Х20, ... , Хо) И 

<» 99 “сдвинутой” точкой (ху + Ах, X99 + AX, ..., Хо +Ах,). 

Если функция и = f(M) непрерывна в каждой точке множе- 

ства Е, то её называют непрерывной на множестве Ё. 
| Замечание. Введенное выше по- 

7 нятие непрерывности функции 

и = Г(М) вточке А называют также 

непрерывностью этой функции в 
точке A по совокупности переменных. 

Вводится также понятие непре- 

рывности функции и= f(M) 

х в точке A по каждой переменной 
в отдельности. Разъясним это по- 
нятие на примере функции двух 

Рис. 1.3 переменных. 

Пусть функция и = f(x,y) определена в некотором прямо- 

угольнике (Р), содержащем точку A(a,b). Рассмотрим отрезок 

прямой X =a, содержащий точку A(a,b) и содержащийся в (Р). 

Станем рассматривать функцию и = f(x,y) в точках этого отрез- 

ка. Получим и = /(а, у). Это уже функция одной переменной у. 
Если функция f(a,y) непрерывна в точке у=Ь, т.е. если 

lim f(a, у) = f(a, 6), то говорят, что функция f(x,y) непрерыв- 
yo 

be-4+ 

(P) 

| 

R
e
e
 
p
e
e
 

на в точке A(a,b) по переменной у. 

Рассмотрим теперь отрезок прямой у = В, содержащий точку 

A(a,b) и содержащийся в (Р). Станем рассматривать функцию 

и = f(x,y) в точках упомянутого отрезка. Получим и = /(х, 65). 

Это — функция одной переменной x. Если функция f(x, b) не- 

прерывна в точке X =a, т.е. если lim Л(х, 5) = f(a, 5b), то гово- 
ха 

рят, что функция f(x,y) непрерывна в точке A(a,b) по nepemen- 

HOU Х. 
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Непрерывность функции и = f(x,y) в точке A(a,b) по сово- 

купности переменных означает, что значение f(x, y) стремится к 

значению /(а,5), когда точка (x,y) стремится к точке (a,b) с 

любой стороны и, в частности, вдоль параллели оси Оу или оси 
Ох. Следовательно, будут справедливы равенства 

lim f(a,y) = f(a,b); lim Убе) = (@,6). 
Таким образом, приходим к выводу, что функция f(x,y), непре- 
рывная в точке A(a,b) по совокупности переменных, будет не- 
прерывна в этой точке и по каждой переменной в отдельности. 

Однако из непрерывности функции по каждой переменной в 
отдельности совсем не обязательно следует ее непрерывность по 

совокупности переменных. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим 
пример. Пусть 

4 там, где х-у=0; 
5 там, где x-y+0. f(x,y) = 

Здесь f(x,0) =4, xe (—~, +°°); f(0,y) = 4, уЕ (-°°, +00). Поэтому 

lim f'(x,0) = 4 = f(0,0); lim Л(О,у) = 4 = f(0,0). 

Следовательно, функция f(x,y) в точке O(0,0) непрерывна по 

каждой переменной в отдельности. 

Вместе с тем в точке О (0,0) функция f(x,y) не является 

непрерывной. Действительно, если взять, например, последова- 

тельность точек, лежащих на прямой у =х, x (-©, 0) U (0, +), 

т.е. удовлетворяющих условию у, =X, и стремящихся к точке 

О (0,0), то получим f(x,,y,)=5 для любого КЕМ и, следова- 

тельно, lim SI (Xn YK) = 5 # f(0,0). 

$6. Свойства непрерывных функций нескольких переменных 

I. Теорема о стабильности знака. Пусть функция и = f(M) 

задана в параллелепипеде (P)CR” и пусть точка МуЕ;(Р). 

Пусть (Мо) > 0. Тогда, если f(M) непрерывна в точке Мо, то 

существует б > 0, такое, что для любой точки М ЕЦ, (Мо) будет: 

АСМ)>0. 
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Здесь Us(M,) —либо открытая сфера: р(М, Му) < 5, либо откры- 

Ix, — хи < 6, 

. |x, — хо < 6, 

тый параллелепипед: | | |. |. © (предполагается, что 

| [Хи — no] < 6 

О5(Мо) с (Р)). 

>» Пусть Л(Мо) =й (#>0). По условию, функция /(М) не- 

прерывна в точке Му. Это означает, что любому числу =>0 (в 

h as 

частности, €= 5 > 0) отвечает § > 0, такое, что для любой точки 

MeU;(My) будет (М) - ЛМ <5 (считаем, что 

Us(M)) c(P)), т.е. для любой точки МЕЦ. (Му): 

и) -> < КМ) < f(Mp) +2 > в частности, 

КМ) > КМо-5=1-я=5>0.4 

Заменание. Справедливо также утверждение: 

Если /(Мо)<0 ифункция (М) непрерывна в точке Му, то 

существует И;(Мо)с (Р), такая, что для любой точки 

М еЦ5(Му) будет f(M) <0. 

Il. Пусть функции (М) и &(М)заданы на множестве Е 

(E cR"). Пусть точка A — предельная для множества En АЕБ. 

Тогда, если функции (М) и g(M) непрерывны в точке A, то в 

этой точке А будут непрерывны и следующие функции: 

a) 5(М) = Л(М) + &(М), 

В) p(M) = f(M)- =(М), 

f(M) М) = у) а(М) (М) (при условии, что g(A) #0) 

Предлагается доказать это самостоятельно в качестве упраж- 

нения. 
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Ш. Теорема о непрерывности сложной функции. Пусть функция 

f(x,y) определена на множестве Е (Есв?). Пусть функции 

x=Q(u,v,w), у=у(и,ум) определены на множестве Т 

(Tc В?) и такие, что для любой точки (u,v,w) из Т оказывается: 

точка (@ (u,v, м), w(U, у, w)) ЕЁ. Тогда Ha множестве Т имеет смысл 

суперпозиция f (p (u,v,w), wu, у, w)) = F(u,v,w). Пусть функции 

x=o(U,v,w), y=w(u,v,w) непрерывны в точке (a,B,y)EeT. 

Пусть o(a,B,y)=a, wla,B,y)=5 (ясно, что точка (a,b)e E). 

Пусть функция f(x,y) непрерывна в точке (a,b). Тогда сложная 

функция F(u,v,w) непрерывна в точке (<,В, у). 

>» Возьмем последовательность точек {(U,,V,,W,)} кем — ЛЮ- 

бую, но такую, что точки (и,,у,,м,)еТ при любом КЕМ, и 

(Ug V4 >We) ——> (a,B,Y). Тогда, в силу непрерывности функций 

x=Q(u,v,w), y=wu,v,w) в точке (a,B,y) будет: xy, = 

=Ф(И му) Fan? Ф(@В,7) =A, Ук = WU VesWz) Taw? VB) =b, 

Подчеркнем, что при любом КеМ точки (х,,у,) ЕЁ и что 

(хк›Ук) — (a,b). Отсюда, в силу непрерывности функции 

S(x,y) в точке (a,b), получаем 

LI (XK Vx) Woe” f(a,b) > 

<> f(@ (их ‚Ук 5), У (Ик Ves Wy )) Yon f(g (a,B, 7), y(a,B, y)) . 

т.е. Fup, ук, мк) > F(a,B,y). А это означает, что функция 
—) oo 

F(u,v,w) непрерывна в точке (с,В,у). 4 

Замечание. Теорема о непрерывности сложной функции рас- 
смотрена для случая трех независимых переменных и двух проме- 
жуточных аргументов. Совершенно аналогично эта теорема фор- 
мулируется и доказывается для случая, когда имеется т 
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независимых переменных и я промежуточных аргументов (т и 
п — любые конечные натуральные числа). 

IV. Теорема Коши о промежу- 
точном значении. Пусть функция 

и = (М) определена и непре- 

рывна на связном множестве Ё 

(ЕсВ”). Тогда, приняв на Ёдва 
неравных значения, функция 

УСМ) примет на Еи любое про- 

межуточное значение. 

}» Доказательство проведем для случая, когда п=2. Пусть 

Рис. 1.4 

(a,,5,) и (22,55) — точки из E, любые, но такие, что 

Л(а, 5) =, Л(а›,5) = 12, причем у, # ¥2. Пусть, для опреде- 

ленности, 7, <Y2. Возьмем число У — любое, но такое, что 

у: < У <> . Теорема будет доказана, если показать, что на множе- 

стве Е обязательно найдется точка (a,b), такая, что f(a,b)=y. 

Соединим точки (a,,5,) и (а>,65) непрерывной кривой (К), 

все точки которой принадлежат Ё. Это сделать можно, так как, по 
условию, множество Ё — связное. Но провести такую кривую (К) 

означает построить две функции х=ф(1), y= w(t), определен- 

ные и непрерывные на промежутке [1,1›] и такие, что 

Ot )=a4, $(1,) =a, 
Wty) =), (5) = by, И ЧТОбы для любого 1 е[1,1,] было: точка 

(91), w()) € E. 
У нас и = f(x,y). Подставив здесь вместо X и уих выражения 

через 1, получим и = /(ф(1),у(1)) = F(). Функция F(t) есть фун- 

кция одной переменной f, определенная и непрерывная в проме- 

жутке [11,15], как суперпозиция непрерывных функций. Имеем: 

F(t) = Л(Ф (и), у (1) = Л(а, в) = 91, 

Е(р>) = f(@ (t2), W(t2)) = Л(а›,65) =у2, где, я фо. 
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Видим, что функция F(f) удовлетворяет условиям теоремы Коши 

о промежуточном значении, доказанной ранее при установлении 
свойств непрерывной функции одной переменной. По этой теореме 

в промежутке (t,,f) обязательно найдется хотя бы одна точка {”, 

такая, что будет F(t*) =у,т.е. flo 1"), wr")) =‘. Теперь остается 

положить ф({*) =а, y(t?) = В и заметить, что точка (а,5) е Е. 4 

У. Первая теорема Вейерштрасса. Если функция f(M) опре- 

делена и непрерывна на ограниченном замкнутом множестве Ё 

(ЕсВ”), то множество {f(M)} vee является ограниченным. 

> Покажем, например, что множество { f(M)} Meg ОГРаниче- 

но сверху. Рассуждаем от противного. Предположим, что множе- 

ство {f(M)} yer не является ограниченным сверху. Но тогда не 

может оказаться, чтобы для всех точек MeE было: f(M) <1. 

Следовательно, на множестве Ё обязательно найдется хотя бы 

одна точка M,, такая, что 

f(M,) >1. 

По той же причине не может оказаться, чтобы для всех точек 
МЕЕ было: f(M) <2. Следовательно, на множестве Ё обяза- 

тельно найдется хотя бы одна точка М. ‚ такая, что 

(М) >2. 

Аналогичные рассуждения приводят нас к выводу, что на множе- 
стве Ё обязательно найдется хотя бы одна точка M, ‚, такая, что 

S(M,)>k, 

где К — любое натуральное число. 
Продолжая этот процесс неограниченно, мы получим после- 

довательность точек { М, обладающую свойством: 
been? 

для любого KEN: М, ЕЕи f(M,)>k. (1) 

Отметим, что последовательность {Му heen — ограниченная, 

ибо таково множество Ё. Следовательно, по принципу выбора из 
этой последовательности можно выделить сходящуюся подпосле- 

и пусть М, —>А. 
ТЕМ т то 

довательность. Пусть это будет {M kn | 
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Подчеркнем, что точка А е ЕЁ. Если допустить, что точка Ае Е, 

то мы придем к противоречию. В самом деле, у нас получена 

последовательность {M, } _, такая, что для любого теМ: 
me 

МЕБ, M, #A (ибо, по допущению, A ¢ Р)и М, ——А. 
M—yeo 

Это означает, что точка А — предельная точка множества E. У Hac, 
по условию, множество Е — замкнутое. Следовательно, оно со- 

держит все свои предельные точки. В частности, должно быть: 

точка АЕ ЕЁ. Таким образом, предположение Ая ЕЁ приводит к 

тому, что множество £ не является замкнутым, а это не так. 

По условию функция (М) — непрерывная на множестве Е. 

Значит, в частности, /(М) — непрерывная в точке A. Но тогда из 

Toro, что M, ———> A, следует, что 
Mm—) eco 

АМ) — A). (2) 

С другой стороны, из соотношения (1) вытекает, что для любого 

ТЕМ: 

ICM, )> ky => (М „) ——> +2, (3) 

Сопоставляя соотношения (2) и (3), видим, что получено противо- 
речие. К. этому противоречию мы пришли, предположив, что мно- 

жество { ДОМ )} Meg Неявляется ограниченным сверху. Значит, наше 

предположение оказалось неверным. 4 
Аналогичными рассуждениями устанавливается, что множе- 

ство {/(М)} „. ; ограничено снизу. 

VI. Вторая теорема Вейерштрасса. Если функция (М) опре- 

делена и непрерывна на ограниченном замкнутом множестве Е 
(ЕсВ”), то она достигает Ha Ё своих наибольшего и наимень- 

шего значений. 

» Покажем, что /(М) достигает на Е своего наибольшего 

значения. По первой теореме Вейерштрасса множество 

{f(M)} в — ограниченное. Но тогда, как известно, существует 

sup {f(M)}. Пусть y = sup{f(M)}. Мы докажем, что f(M) дос- 
McE МеЕ 
тигает на E своего наибольшего значения, если покажем, что на EL 
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имеется хотя бы одна точка Му, такая, что (Му) = у. Рассужда- 

ем от противного. 

Предположим, что на множестве ЕЁ такой точки Мо, в кото- 

рой Л(Му)=у, нет. Но тогда для любой точки MeE будет 

I(M)<y=> y-f(M)>0 для любой точки MeE. Введем 

в рассмотрение вспомогательную функцию: 

ф(М) = 
1 ‚ МеЕ. 

у- (М) “ 
Замечаем, что функция Ф(М) определена и непрерывна Ha E Kak 

отношение двух непрерывных функций со знаменателем, не обра- 

шающимся в нуль. Ясно, далее, что O(M)>0, МЕБ. 

Так как для функции @(M) на множестве Е выполнены 

условия первой теоремы Вейерштрасса, то заключаем, что мно- 

жество {p(M)},,_, является ограниченным. В частности, это 

множество ограничено сверху, т.е. существует число Ё>0, та- 

кое, что для любой точки MeE будет: Ф(М)< Бы 

| 

у- (М) 
| 

точки МЕЁЕ. Последнее означает, что число -т | Является 

верхней границей множества (М )} MeE* НО Это невозможно, 

< L, откуда y- ИМ) >т ИМ) 1-7, для любой 

ибо у нас Y= sup {f(M)} и любое число, меньшее чем у, не 
МЕЕ 

может быть верхней границей множества {/(М)} „_- . Видим, что 

пришли к противоречию. Это противоречие мы получили, пред- 

положив, что на множестве E нет такой точки Мо, в которой 

(Мо) =у. Значит, на множестве ЕЁ имеется хотя бы одна точка 

Мо, в которой f(My)=y. 4 

Совершенно аналогично устанавливается, что на множестве E 

имеется хотя бы одна точка Мо, в которой функция f(M) 

принимает свое наименьшее значение. 
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$7. Понятие равномерной непрерывности 
функции нескольких переменных. Теорема Кантора 

Определение. Пусть функция /(М) определена на множестве 

E(E cR"). Функцию f(M) называют равномерно непрерывной на 

множестве £, если любому числу =&>0 отвечает число 6>0, 
ий 

зависящее только от = , такое, что для любых двух точек М и М 

из E, для которых Р(М, М) <8, оказывается (М) - (М) <=. 

Или: 

Функцию f(x,,X2,...,X,) называют равномерно непрерыв- 

ной на множестве Ё, если любому числу =>0 отвечает число 

б> 0, зависящее только от €, такое, что для любых двух точек 

Е -Х| <5, 

~~ ~ = = ~ | X2 -Х>| < 5, 
(X1, X25 -26) Xp) и (,Х›,...,Х,) из В, для которых , 

|x, —X,| < , 

оказывается ИЕ ,Я,, .. ‚Я,)- f (BX, ++ 5, < Е. 

Теорема Кантора. Если функция f(M) определена и непре- 

рывна на ограниченном замкнутом множестве Ё (Ес В”), то она 
равномерно непрерывна на этом множестве E. 

» От противного. Предположим, что f(M) не является рав- 

номерно непрерывной на Ё. Это означает, что не всякому числу 

=> 0 отвечает число 6>0 в смысле определения равномерной 

непрерывности функции (М). Следовательно, существует хотя 

бы одно число &=&‹ >0, такое, которому не отвечает никакое 

число б>0 в смысле определения равномерной непрерывности 
функции. 

Возьмем 6, =1 (> 0). Не может оказаться, чтобы для всех пар 

точек М’и М” из E, для которых р(М’, М”) <4,, было бы 

If(M")- f(M’)| < &0 (иначе взятое число 6, > 0 отвечало бы & в 

смысле определения равномерной непрерывности функции). Сле- 
довательно, на множестве Ё обязательно найдется хотя бы одна 
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пара точек М] и МГ, такая, что хотя р(Му, Му) < 61, однако 

(МР - УМ] > €. 

Возьмем 5, =5 (> 0). Не может оказаться, чтобы для всех 

пар точек М’и М” из E, для которых p(M’,M”) < 6. , было бы 

УСМ”) - f(M’)|<€ (иначе взятое число 5) >0 отвечало бы 

ЧИСЛУ Eg > 0 в смысле определения равномерной непрерывности 

функции). Следовательно, на множестве Ё обязательно найдется 

хотя бы одна пара точек М5 и My, такая, что хотя 

р(№М;, М?) < 5) ‚ однако |f(M7) - f(M3)] > 0. 
Продолжаем этот процесс аналогичным образом дальше. 

Возьмем 8, = (>0;АЕМ и К>2). По той же причине, что 

и выше, не может оказаться, чтобы для всех пар точек М’и М” 

из E, для которых р(М”, М”) < 5, , было бы |/(М”) - f(M’) 
Следовательно, на множестве E обязательно найдется хотя бы 

одна пара точек М; и Му, такая, что хотя р(Му,Мь) <5,, 

< 80. 

однако | I(M,) - РОМ; ) > 50. Продолжая этот процесс неограни- 

ченно, мы выстроим две последовательности точек: 

МЕ} сн (1) 
И 

МЕ сн: (2) 
Эти последовательности обладают следующими свойствами: для 

любого КЕМ 

1) М ЕЁЕи М; ЕЁ, 

tA и | 

2) Р(Мь, Мк) <-., 

3) (МЕ) - (М> 50. 
Отметим, что последовательности (1) и (2) — ограниченные, 

ибо таково множество Ё. По принципу выбора, из последователь- 
ности (1) можно выделить подпоследовательность 
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, ~ 
(Min oy? (1) 

имеющую предел. Пусть Mj —> A. Отметим, что, в силу зам- 

кнутости множества Е, точка A € Ё (это устанавливается так же, 
как и при доказательстве первой теоремы Вейерштрасса). Из пос- 
ледовательности (2) выделим подпоследовательность 

LA 
~ 

{Mx \ an . (2) 

Подпоследовательность (2) выделяется из последовательности 

(2) не по принципу выбора, а так, чтобы индексы элементов (2) 
совпадали с индексами элементов (1). Покажем, что подпоследо- 

вательность (2) сходится к той же точке A. В самом деле, имеем 

О<р(Мх_,4) <Р(Мх, Мк) +Рр(Мь, 4) 

| 
(неравенство треугольника). Имеем: p(M; ,M; ) < => 

m 

p(My , Mi) ——> 0; p(M;, 4) ——> 0. Но тогда p(My , A) ——> 0, 
тео > т m—yoo 

т.е. М" — А. 
т т-—оо 

Итак, получили Му; —— > AN Мк —— A, причем точка 
т oo m—)0o 

Ae E. По условию функция (М) — непрерывная Ha множестве 

Е. Следовательно, в частности, f(M) — непрерывная 

в точке A. А тогда из того, что М; ——А, МЕ ——>A, 
т  Т—оо т то 

следует: Л(М+,) „=? (A), Л(Мь,) — F(A), а значит, т— с 

( Мк.) -Л(Мь, )) ——> 0. Последнее означает, что любому чис- 

Лу =>0 (в частности, == >0) отвечает номер N (NEN), 

такой, что как только т > М , так сейчас же 

F(Mz,) - (МЕ, < го. (3) 
Но у нас по свойству 3 построенных последовательностей при 

любом т должно быть 

[ИМЕ )- (МЕ, > 50. (4) 
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Сопоставляя соотношения (3) и (4), видим, что получено проти- 

воречие. К. этому противоречию мы пришли, предположив, что 

функция Г(М) не является равномерно непрерывной на EL. Следо- 

вательно, наше предположение оказалось неверным, а значит, 

функция f(M) — равномерно непрерывная на множестве Е. 4 

$8. Примеры и задачи 

Пример 1. Определить и изобразить область существования 

функции и =М-х2 ty? -1. 

Решение. Должно быть 

[-х2 > 0, < x? <1, < x] < 1, 

у? -1>0 У? >1 [y| 21. 

Пример 2. Определить и изобразить область существования 

функции и = f(x? + y? -1) (4-х? -у?). 
Решение. Должно быть 

(х2+у? -1) (4-х? -у?)>0 = 

x? +у? -150, 

4-х? -у? <0 

жно быть | < x2 + y? < 4. Это — замкнутое круговое кольцо, огра- 

так как система несовместна. Следовательно, AOJI- 

ниченное окружностями радиусов | и 2 сцентрами вточке О (0, 0). 

Я 

\
N
*
 

| 

1 | x 2 Xx 
_|! O т] > 

-1| | 

Yy 
Рис. 1.5. К примеру 1 Рис. 1.6. К примеру 2 
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Пример 3. Определить и изобразить область существования 

2 2 x“ +y°—-x 
ункции и = 

? jets, 

х?+у?-х x+y -х>0 
Решение. Должно быть 5 >> 0 > › > ’ 

2x-x° -y 2x-x° -y* >0, 

так как система | несовместна. Следовательно, 
2x-x*-y? <0 

должно быть x < x? + y? < 2x. Это — луночка, ограниченная ок- 
2 

ружностями (у): (x-5) +72 =F uw (93): «02 +y? =1. При 
этом точки окружности (у!) , кроме точки О (0, 0) , входят в состав 

области существования функции, а точки окружности (у>) — 

не входят. 
Пример 4. Определить и изобразить область существования 

функции и = Ji - (x? +y)? 

Решение. Должно быть: 

l-( +y)? 20 © (х?+у)? <1 = -I<x*+y<l © 

= -1-х2 <у<|-х? 

Это — часть плоскости Оху, расположенная между параболами: 

у+1=-х? иу-1=-х2. При этом точки обеих парабол входят в 
состав области существования функции. 

a Ya 

Yy AS JX, AX 5 
--to-\ 

—] 

> a 
Рис. 1.7. К. примеру 3 Рис. 1.8. К. примеру 4 
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у У 

» 
- Det > y 

Y =—х Va . \ 

м и your 

Рис. 1.9. K примеру 5 Рис. 1.10. К. примеру 6 

Пример 5. Определить и изобразить область существования 

функции и = т(-х-Уу. 

Решение. Должно быть: 

—-х-у>0 <> х+у<0 © у<-%. 

Это часть плоскости Оху, расположенная ниже прямой у=-х. 

Точки самой прямой у =-х не входят в область существования 

заданной функции. 
Пример 6. Определить и изобразить область существования 

функции и = arcsin У. 
х 

Решение. Должно быть: -1<7<| и x#00 
x 

у 
=> | y2-x, . у = —х, 

> 4 — длЯ х>0: а для х<0: 
Ye] ysx, у>х. 

| x 

Точка O(0,0) исключается (у нас должно быть x + 0). 

Пример 7. Определить и изобразить область существования 

функции и = агссо$ 
х+у 

Решение. Должно быть: - 1 < <Г и x+y#0> 
x+y 

_ < х+у>-х, > 2х, (х+у) "| y ef 2x >|) если (x + y)>0, To: (x+y) 2x x+y2x y20. 
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fa
 

=-—2x О и 

2) 2 ‹ 

Рис. 1.11. К примеру 7 Рис. 1.12. К примеру 8 

2) если (х+у) <0, то 

— (х+у) >х, > х+у<-х, > у <-2х, 

(х+у) <х х+у<х у < 0. 

Точка О (0,0) исключается, так как в этой точке х+у=0. 

Пример 8. Определить и изобразить область существования 

функции и = arcsin =~ + arcsin (1 — y). 
y 

Решение. Должно быть: 

~I< $1, 
у —-у? <х<у?, у? 2x, 

4-1<1-у<1 => $ 0<у<2, = Зу>-х, 

y#0 O<ys2. 
y #0 

У\ Пример 9. Определить и изоб- 
разить область существования 

= функции и = т (х2 + y2). 

f \ v2n Решение. Должно быть: 
x 

о (=i т (х? +у2)>0 © 

SS > 2kn<x? +у? < 

< (2 +1п (k =0,1,2,...). 

Это — семейство концентриче- 
Рис. 1.13. К примеру 9 ских колец. 
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2 

О l 

y С у 

x 

Рис. 1.14. К примеру 10 Рис. 1.15. К примеру 12 

Пример 10. Определить и изобразить область существования 

функции и = агссо$ 
x? +y? 

< Язи Pay? #0 
(x? + у? 

> - х2 +2 << ух? +у? и х?+у? #0. 

Решение. Должно быть: —1 < 

Это — внешность конуса 5? = x? +у?. В область существования 
входит поверхность, ограничивающая конус, за исключением точ- 
ки O(0, 0, 0). 

Пример 11. Определить область существования функции 

и = [п (xyz). 

Решение. Должно быть: xyz > 0. Это будет иметь место в случа- 

ях, когда: 

1) х>0, у>0, z>0; 2) х<0, у<0, z>0; 

3) х<0, у>0, z<0; 4) х>0, у<0, z<0. 

Геометрически область существования данной функции — сово- 
купность четырех открытых октантов. 

Пример 12. Определить и изобразить область существования 

функции и = Ш (-1-х? - y? +52). 
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Решение. Должно быть: =1-х? = у2 +52 >0 © x2 +у? - 2 <-. 
Геометрически область существования функции — внутренность 

двуполостного гиперболоида хе +у? 52 =-1. 

рии 2..4 о 2.4 

2 2 2 2 

Пример 13. Найти im tin 2 ry | и im fin 2 ТУ } 
у—>= Хх +у xe Хх $y 

Считаем x #0 u y#0. 

Решение. 1) Имеем при любом закрепленномх: 

(2 \ 2 х 
24 y2 y\ +1 | l+—> 

lim "= lim <= lim =. =0 = 
х ту y4 = +1 у 1+ 

у / y 

2, 4,2 
=> im fi te] =0. 

X—ool YO XK +p 

2) Имеем при любом закрепленном у: 

(2) 5 
х?| 1+2 1+7 

2 2 2 
. x +y . \ x } . x 
lim ——=z = lim ; 7) = ит yell = 
Хх XY + x0 X— co 

у х?| 1+2 1+2 
Хх) х 

х— со 

y y 
Пример 14. Найти lim lim — | и lim (si ~ | Счи- 

у>+01+х7 yr+0 | x | + x” 
таем х>0иу>0. 

Решение. 1) Имеем при любом закрепленном X: 

x? | . х | 
lim =— => м lim =—, 
у—>+0 1 + x? 2 Хх] у>+0 | + x 2 

2) Имеем при любом закрепленном у: 

у 

lim = > lim] lim =]. 
x00 | + x у—>+0 | x00 | + хУ 
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Пример 15. Найти inti sin —— и inti sin 
у> = 2х+у Yl хо 2х 

1X 
+y) X—) 00 

Можно считать x #0 un yp #0. 

Решение. 1) Имеем при любом закрепленном X: 

lim sin =0 => in| ti sin )- 
ye 2x+y X— eel ус X+y 

2) Имеем при любом закрепленном у: 

e e TCX e e X-T e e 

lim sin = lim sin = lim sin 
хо X+Y х->= x(2+2) roe 0. 

x 

e e e TX 

=> [в sin }- [. 
Yr хе 2х +y 

| ху | 
Пример 16. Найти lim lim — tg и lim | lim —tg 

30\ yoo ху ~ L+xy у— | x30 ху 

Решение. 1) Имеем при любом закрепленном x (x # 0): 

Е ТИ В ху 

2) Имеем при любом закрепленном у (y #0): 

lim tg 2 =lim-L. xyy=l => im tim t 
х>-0 ху 1+ху х-0ху у— со 

ху 

Пример 17. Считая ХЕ (0,1), у>0, 

lim (tim, tog (x + »)} И Jim n (ti lim ов (е+ У). 
x71-0\y 

In(x + y) 
Решение. Так как log,(x+y)= nx , TO: 

xy 
1+xy 

x0 xy oh 

} 

найти 
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1) При любом закрепленном x (хеЕ (0, 1) ) имеем 

im ПУ м [по 
у>+0 Шх х—>1-0\ у>+0 |пх 

2) При любом закрепленном у (у>0) имеем 

m In(x+y) _., => lim} lim ШУ) = со 
х>1-0 Inx у—+0\ х>1-0  |пх 

Пример 18. Найти lim — ary >. 
aoe xX -ху+у yr 

Решение. Можно считать x#0 и у+=0. Так как 

(х- у)? =x? -2ху+у? >20, то х?-ху+у? >ху. А тогда при 

х*#0иу*=0: 

0 < | x+y J [x+y] _ [ty | 
|x? —xy+y?| | xy | Yi |x 

Следовательно, 

05 tim ae да шо. 
яэых о -ху+у | рф У 

Значит, lim 5 ху 7 =0. 

rom ху 
x? +y? 

Пример 19. Найти lim т. 
x00 XT py 
у—>= 

Решение. Можно считать x #0 и y #0. Так как 

(x? -у2)2>0 <= xt-2x2y24+y4 20, 

To x4 +y* > 2х?у?. А тогда при x#0, y #0: 

2 2 2 2 g< xt <x У _ | ] 

xt +9 2х2у? 2у? 2х? 
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Следовательно, 

2 2 2 2 

05 lim ето => ти =0. 
xe xX +y X—ool x y Хх +y 
y—yoo у>= у— = 

n 
> (а — конечное число). Пример 20. Найти lim : 

yoa 

Решение. Положим xy =¢t. Ясно, что {> 0, если х> 0, при 

sin sin sint 
a > yal.» А тогда любом конечном у. Имеем = 

x xy f 

. sin sint 
lim SOY = jim -y=a., 
x90 X 40 ft) 
у>а у>а 

Пример 21. Найти lim (x? + y2)e7&%*”), 
X — +00 

Yr += 

Решение. Можно считать x > 0 иу>0. Имеем 

2 2 
(x2 +у2) + = x у Хх У 

exty 

А тогда 

х—>+=| е e” 
Y +00 

2 2 

O< lim (х? +y?)eO™ < lim [| =0. 
vote 

Следовательно, lim (x72 + y7ye"F*”) = 0, 
X— +co 

Y +00 

/ x? 
Пример 22. Найти lim ^^ | . 

хх +y 

Y— too 

Pewexnue. Можно считать х > 0 иу>0. Имеем 

2 -2ху+у? 20 = x? +y? >2xy. (x-y)?20 © x 

xy el ы 1\" 
A тогда — =. Поэтому о av 7 <[5] . Так как 

х^+у 52. x+y 2 

ly" 
lim @ = 0, то получаем из предыдущего неравенства 

Хх — +00 
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2 
x 

im maid 7 =0. 
Xt x +y 

Yo += 

Пример 23. Найти lim(x* + у?) ”. 
х> 
у>0 

Решение. 

2 

(9-15) 20 © x?-2|a-[yl+y? 20 © (>?+у7)>2 > = 

= (x? + y?)? > 4x?y? => xy? s(x? + y2)?, 

Так как x > 0 и у 0, то будем считать О<х? +у? <1. А тогда 

справедливо неравенство 

1,2. 9,2 
2..2 —(x"+y") 

l>(x? +y?)*” > (х? + y’)4 (*) 

vi . 2 2 чу 2 2 

Найдем lim (x + у^)4 . Положим х^+у“ =z. Ясно, что 

›>0 
< > 0, если х>Ои у->0. Имеем 

. 2 2 — (х? + 2)? 12 1. шг 
lim(x* +у^)4 =limz* =lime‘4 
x0 2—0 
у>0 

(1 ш2 1, Iz Е 
Так как Шт =- Шт —=0, то lime‘ =I, т.е. 

z704 И 42-0 —2/‹ 2—0 

Ту?) 
lim(x* +9") =1. А тогда из неравенства (*) 
х> 
у>0 

=> lim(x? + у?) ху =], 
х>0 
y-0 х2 

№ . | \x+y 
Пример 24. Найти lim|1+— (а — конечное число). 

Хо х 
у>а 

ЗИ ЗЕ У 
+ хп 1+ 1+5 x 

хтУ */=e * . Следовательно, Решение. ( т] =е 
x 
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X —) co X—) oo 

у>а у>а 

y 
Пример 25. Найти lim пе. 

узо WX +У 

Решение. Имеем lim шп (х+е”) =ш2; lim fx? +y? =1 (#0). 
х—>1 xl 
y-0 у>0 

Поэтому 

y 
lim WFO). =n, 
х>1 2 2 
y—0 x +y 

Пример 26. По каким направлениям Ф существует конечный 

x 

ene . 2 2 

предел lim e* *У , если 
> y=psing ~ 

x pcos @ cos 
. 24,2 . 2 . оо 

Решение. Имеем lime**t” = lime ® = те? . Этот 
p— +0 р—>+0 р— +0 

п 31 
предел будет конечным, когда созф < 0, т.е. когда 5 sos >. 

Пример 27. По каким направления ф существует конечный 

о у х =рсо$ ф, 
предел lim е^ 77 sin2xy, если . 2 

р— too У=рзшф 

. 2.2. . 2 | | 
Решение. Имеем lim e* ~” зт2ху = lim e® °°5® sin (p? sin 20). 

р— += р— +o 

Так как р2 > + при р>+°®,а sin (р? sin 2) — ограниченная 

функция, то предел будет конечным, если с0$2ф < 0. 

Предел будет конечным также тогда, когда sin 2ф = 0. Следо- 

к зп 5x 7к 
вательно, предел будет конечным, когда ФЕ 44 U 4 

и когда ф=0, ФЕД. 
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Пример 28. Показать, что функция 

2ху 2,02 ‚ если x*+y* £0; 
Лоу) = 9х? +y? 7 

0, если х?’+у? =0 

непрерывна в точке О (0,0) по каждой переменной хи ув отдель- 

ности, но не является непрерывной в этой точке по совокупности 
переменных. 

Решение. 1) Рассмотрим отрезок прямой х=0, содержащий 

точку О (0, 0). Станем рассматривать функцию f(x,y) в точках 

этого отрезка. Получим 

ор =0 = lim fy) =0= f(00). 
x=0 

Значит, функция f(x,y) непрерывна в точке О (0, 0) по перемен- 

НОЙ У. 

2) Рассмотрим теперь отрезок прямой у = 0, содержащий точ- 

ку О (0,0). В точках этого отрезка будем иметь 

Л(х,У) о = oy | =0 => lim f(x, 0) = 0= f(0,0). 
y= x’ +y | <0 x0 

Следовательно, функция f(x,y) непрерывна в точке O(0,0) по 

переменной х. 

3) Покажем теперь, что f(x,y) в точке 0(0,0) не является 

непрерывной по совокупности переменных (у f(x,y) в точке 

О (0,0) не существует даже lim S(x,y) ). Для этого возьмем две 
х-> 
у>0 

и (+: 2] . Обе эти 

КЕМ КЕМ 

последовательности при k — ® сходятся к точке О (0,0). Соот- 

ветствующие им последовательности значений функции сходятся 

при д — co К различным предельным значениям: 

1 1 
последовательности точек: (+: i} 
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2. 4 
11) о. 1 2)__k ,4 

Дух] ] ] Toe Де) Кю 5° 

к? К? К К? 
Это означает, что lim I(x, у) не существует. Следовательно, равен- 

х-> 

у—>0 

CTBO lim I(x, y) = f(0,0) невозможно. 

> 
Пример 29. Показать, что функция 

2 
ху 2 2 ‚ если x* +y* #0; 

I (x, у) = x4 +y? 

0, если x? +y?=0 

x = tcosa, 
в точке O(0,0) непрерывна вдоль каждого луча 

y=tsina, 

[Е [0, +0), проходящего через точку О (0, 0), но He является не- 

прерывной в точке (0, 0) по совокупности переменных. 

2 
{cos a-sing 

2 5—4 - . Видим, 
17 cos’ a+sin* a 

Решение. Имеем f(tcosa,fsin a) = 

что при a=k 5 (К =0,1,2,3,4) f(tcosa,tsina)=0. Значит, 

при этих значениях OC: lim f(tcosa,tsina) =0 = f(0,0). 
> 

Пусть О<а<2Жж и at k= (k=1,2,3). Тогда t? cost a+ 

4 +sin?a>0H lim(r? cos* «+ sin? a) = sin? « > 0. Получаем, следо- 
(> 

вательно, 

2 . 

1057 © - ЗП @ 
lim Ха сова, { т a) = lim 5 
> 

=0= / (0,0). 
1-0 [2 cos'a+sin? а 76,0) 

Таким образом, вдольлюбого луча, проходящего черезточку О (0,0), 

функция f(x,y) непрерывна в точке О (0,0). 

51



Покажем теперь, что f(x,y) не является непрерывной в точке 

О (0,0) по совокупности переменных (T. е. не является непрерывной 

в точке (0,0) в обычном смысле). Для этого возьмем, например, 

| 
последовательность точек (+ — . Ясно, что эта последова- 

К КЕМ 

тельность при k > co сходится к точке О (0,0). Соответствующая 

последовательность значений функции 

У) a = oe son, 
kk ken Joey 2) ем koe 2 

4 4 
LK k JkeN 

Следовательно, функция f(x, y) не является непрерывной в точке 

О (0,0) в обычном смысле. 

Пример 30. Исследовать на равномерную непрерывность ли- 

нейную функцию и = 2х —3y +5 на всей плоскости Oxy. 

Решение. Возьмем = > 0 — любое. Пусть (x,,y,) и (X2,¥2) — 

любые две точки плоскости Оху. Имеем 

[ео уз) — Ло, у) = |2(х› —x,)-302 -y,)| 5 2х, -х!|+3З|у> -У| 

Рассмотрим неравенство 2[х, -х!|+3|у› - | <=.Легко видеть, что 

= 
если в качестве числа 6 > 0 взять § = — ‚то будем иметь: для любого 

6 
положения точек (ху) и (X2,¥2) на плоскости, для которых 

[№ —х| <б и |у› —y,| <5, оказывается: | (хо, У2) — Уж, <3+5 <. 

Вывод. Заданная функция равномерно непрерывна на всей 

плоскости. 
Пример 31. Исследовать на равномерную непрерывность фун- 

кцию и= x? + у? на всей плоскости Oxy. 

Решение. Возьмем => 0 — любое. Пусть (x,,y,;) и (х2,у2) — 
любые две точки плоскости Оху. Имеем 
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UF 2592) — Fay) = fed +53 [+ >| 

x} + y3 - x7 -y?| бе =x) +X1)+(¥2 - У) 0 +1) < 

x3 + УЗ + yx? +у? \x3 + уз +x? + Ур 

хе-хе + | + = il 2 + _ 

yx3 + УЗ + fx? +9? 

[xy - x,|-|x2 +24] + yo - il У2 + Уи 

2 2 2 .2 2 2 2 2 
x3 + у> + Xx; + yj x3 FY ум + y 

Ix x,|+ [x,| yo] + bil 
< |x. -х!. +72 - Уи. =, -х|+ у) - У. 

x3 + yx? Jy? + Jy? 

Рассмотрим неравенство |х› —х!|+|у› -y,|< ©. Видим, что если 

€ 
в качестве числа б > 0 взять § = = , TO WA любого положения точек 

3 

(x1,¥;) и (x2,¥2) на плоскости, для которых |x, -х|< 6 

и у -—y,|< 5 будет: 

I e2,92)— Ля < 545 <. 

Вывод. Заданная функция и = f(x,y) = /х? +у? равномерно 

непрерывна на всей плоскости Оху. 
Пример 32. Будет ли равномерно непрерывной функция 

и= f(x,y) = sin = в области х? +у? <1? 

у 

1 — x? _ y? 

не является равномерно непрерывной в круге x? +y? <1, если 

Решение. Мы установим, что функция f(x, у) = Sin 

покажем, что существует хотя бы одно число & > 0, которому не 

отвечает никакое б>0 в смысле определения равномерной не- 

прерывности. 
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1 
Возьмем, например, 50 =5 (>0) и покажем, что ему не 

отвечает никакое 5>0 в смысле определения равномерной не- 

прерывности функции f(x,y). 

Рассуждаем от противного. Допустим, что такое 6>0 есть. 

Обозначим его через 65, (>0). Возьмем две последовательности 

точек: 

| М, C70) ae ‚= i 1g ose tae si elt : 
ЕМ 

0О<ф< 2х; 

| (Я Fe -1M | 2 cos \- 2 sin 
ol В De А РУ 144k? _ 

O<so<2n. 

Имеем 

= 7 2 | 2 
— = _ = || —-—|. <| | - _ 

Pie ~ % | rae ~V~ ZR] 059 | 4% 

= x | 
=< + |) 

Tae ee Fe 1+4k | 

= Числу 5) > 0 отвечает номер М, такой, что при К > М№ будет 

Le, _ я < 5). Имеем, далее, 

~ ~ 2 | . 2 | -9 |= | - — 1-—. <| || - —~ П-— |= 
р 7 | 46 || aK BIN a й РУТА 2K 

ЕЕ _ 

НЕ 
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= Числу бу > 0 отвечает номер М, такой, что при К > № будет 

i, — 5+ | < 50. Итак, получили Я, < 50, [5% — 7% < Bo при 

k > М. Однако при всех КЕМ 

Lrcit,)- лей, = а 

(1-е '- (1-52) 

=|sin Oe sin 2kn| =1, 
=0 

ИСИ») - FM) =1>e (=>. 

Видим, что число бу > 0 не отвечает числу Eq > 0 в смысле опре- 

деления равномерной непрерывности функции. Следовательно, 

| 
Числу Eq = 5 (> 0) не отвечает никакое 6 > 0 в смысле определе- 

ния равномерной непрерывности функции. Значит, функция f(x, у) 

не является равномерно непрерывной в круге х? +у? <1. 

Пример 33. Дана функция и = Х(х, у) = arcsin =~. Является ли 

эта функция непрерывной в своей области определения Е (< R’)? 

Будетли f(x,y) равномерно непрерывной в E? 

< tsi, a, Решение. Должно быть -1<^<1иу#0=> E= 
у у #0. 

множестве Е функция f(x,y) непрерывна как суперпозиция 

непрерывных функций. 

Покажем, что заданная функция f(x,y) не является равно- 

мерно непрерывной на множестве Е. Это будет сделано, если мы 

покажем, что существует хотя бы одно число => 0, которому не 

отвечает никакое 6>0 в смысле определения равномерной не- 

прерывности функции f(x,y) на Е. 
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Возьмем, например, число #5 =1 (>0) и покажем, что ему 

не отвечает никакое 6>0 в смысле определения равномерной 
непрерывности функции. 

Рассуждаем от противного. Предположим, что такое число 

6>0 есть. Обозначим его через 65 (> 0). Возьмем две последо- 

вательности точек: 

Me % Te} (Ez) и 

~ я > (| 1 
M (x ’ =1M (++) . K (Xn Ук) ben kl oy ben 

Имеем 

р(М», Мь) =, -X,)° +0, -70)? = 

_ (1-1) (444) 2 о 
“Wk Е К К) Ккьы ` 

Значит, числу бу > 0 отвечает номер №, такой, что при К > М будет 

o(M,,M,) < 5%. Однако при всех КЕМ: 

Ff (My) - СЯ, = [aresin (1) -aresin || = 2arcsin | =2-5 => (=1) 

Значит, число бу > 0 не отвечает числу Eg =1 (>0) всмысле оп- 

ределения равномерной непрерывности функции. Следовательно, 

ЧИСЛУ Eg =1> 0 не отвечает никакое 6 > 0 в смысле определения 

равномерной непрерывности функции f(x,y). Значит, функция 

S(x,y) не является равномерно непрерывной на РЕ.



Глава 2 

ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ФУНКЦИЙ 

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

$1. Частные производные и частные дифференциалы 

Пусть функция и = f(x,,X>,...,X,) определена в параллеле- 

пипеде (Р) ((P) c В”), содержащем точку Му(хуо,х., ... › Хо). 

У функции и= f (x) ,%9, ...»X,) закрепим все аргументы, кро- 

ме первого, т.е. положим х› = X99, Хз =ХУ, , Х, = Хью, а перво- 

му аргументу дадим приращение Ах, — любое, но такое, что 

Ax, #0 и точка (хо + AX), X99, X39, ... > Хло) Е (Р). Разность 

F (X10 + Ах, Хоо, Хзо, --- › Хо) — Л(Хю» Х20› X30, «++ › Хно) 

называют частным приращением функции и= Л (х,х›,..., Xp) 

в точке Му, соответствующим приращению Ах, аргумента X, 

и обозначают A, и. 

Совершенно аналогично определяется частное приращение фун- 

кции и = Х(х,, х2, Хз,....Х,) в точке Мо(%о, Х2о0» X39) «+ » Хло) » CO- 

ответствующее приращению Ах, аргумента x, (К =2, п). Именно 

А. и= (Хо, X209 «++ Хк-1,0» XOFAXK › Хит» +++ › Xn0) — 

— (Хи, XQ ---› Хо» eves Хо) . 
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х, И 

Xk 

лять собой функцию Ax, , определенную для всех Ах, , отличных 

Составим отношение . Это отношение будет представ- 

от нуля и таких, что точка (%Хо, X295 +++ › Хкто» Хко + AX; 

Хи +103 ++» Хо) Е (Р). Если существует (конечный или бесконеч- 

ный) предел 

Ах, и 

Ах; >0 AX, ‘ 

TO этот предел называется частной производной функции 

и = Л(ху,хо,...,Х,) в точке Мо(хуо, Х20» X30, --- > Хо) MO перемен- 

ной xX, и обозначается одним из следующих символов: 

и Моро 
э 3 Хь? Хх. 

OX, OX, 

т 6 Ou = tim St” (КГ). аким образом, — =I,n 
р > Ox Xz ~ Ax, 50 v7 

и д 
Заметим, что здесь символы x, › Ox всегда цельные; как 

k k 

дроби их рассматривать нельзя. (В этом имеется различие со 
случаем функции одной переменной.) 

Из определения частной производной функции 

и = f(X|,X,...,X,) следует, что частная производная от функции 

и = f(xX,,X2,...,X,) по какой-либо из переменных есть обычная 

производная по этой переменной от функции, которая получается 
из данной, когда все другие переменные считаются постоянными. 

Поэтому практически частные производные вычисляются по 
известным нам формулам и правилам дифференцирования функ- 
ции одной переменной. 

Пример. Пусть u =x” (х>0). Для любой точки (x,y), лежа- 
щей правее оси Оу, имеем: 

92 
say хУ-1 (считаем y=const); 

= x” nx (считаем x =const). 
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Частными дифференциалами функции и = f(X,,X2,...,X,) по 

хм, Хо, ..., Х, В ТОЧКе Мо(хо, Хо, ..., Хно) называются величины 

ди ди ди 
d,u= >—-Ax,, Ч,и=-—-Ах,, ..., Ч и=-— Ах, 

Ox, OX 7 OX, 

ди Ou ou вычисляются BTOUKE Мо(хо,х Х„0). ЕСЛИ Ox, ’ ax, y sees OX, O\*109%209 °° » 07 ’ 

как и в случае функции одной переменой, назвать дифференциа- 
лами независимых переменных их произвольные приращения, т. е. 
ПОЛОЖИТЬ 

dx, = AX), dx» = AX), 9 АХ, = Ах,, 

то для частных дифференциалов функции и = /(х.хо,..., хи) бу- 

дем иметь 

ди ди ди 
аи = —.ах, d,u=—-dx,, ..., d,-u= -dXx,,. 
x" Ox, mI хи ax, *2 xn ox, "“ 

Частный дифференциал функции и = f(xX,,Xz,...,X,) по какой- 

либо из переменных есть произведение соответствующей частной 
производной на дифференциал этой переменной: 

$2. Формула для полного приращения функции 
нескольких переменных. 
Дифференцируемость 

Получим эту формулу для случая n=2. Итак, пусть 

и = f(x,y). Будем говорить, что функция и = f(x,y) удовлетво- 

PACT условиям 5 в точке (ху,Уу), если: 

1) f(x,y) определена в прямоугольнике (Р), содержащем точ- 

ку (х,У); 

2) f(x,y) имеет конечные частные производные //(х,у), 

Лу(х,У) в каждой точке (x,y) е (Р); 

3) f(x,y) и Л,(х,У) — непрерывны в точке (ху, Ус). 
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У, 

(х›У-+АДу) — (P) (Xp + Ax, yo tAy) 

Mo(x0.¥0) — (xp +Ax, yo) 

O x 

Puc. 2.1 

Станем рассматривать именно такую функцию. Выберем и закре- 

num Ах и Ау —любые, нотакие, что точка (ху + Ах, Yo + Ay) Е (Р). 

Ясно, что тогда и точки (ху, Yo + Ay), (ху + Ах, Yo) е (Р). Разность 

Af = Л(хо + AX, Vo + AY) — Л(хо,Уо) называется полным приращени- 

ем функции f(x,y) в точке Mp (xX, ¥o). Запишем выражение для 

Af в виде 

Af = [У (хо + Ах, Уз + Ду) — (хо Уз + АУ) + [(%%›Уо + Ду) - Л(%,Уо)|. 

(1) 
Замечаем, что разность (Xo, Уз + AY) — Л(хо,Уо) представляет со- 

бой приращение функции Л(хоу,у) при изменении уот уз до 

Yo + Ay . Подчеркнем, что /(ху, у) есть функция одного аргумента 

у, определенная в промежутке [уу,У% + Ду]. 

По условию, в каждой точке (x,y) ке (Р) существует конечная 

fy (x, у). Из этого следует, что существует конечная Лу (хо, у) в 

каждой точке промежутка [yo,¥o + Ay]. Видим, что функция 

ГУ) в промежутке [уу,Уз + Ду] удовлетворяет условиям тео- 

ремы Лагранжа. Следовательно, будем иметь 

Л(хо,Уо + AY) — Л(хо,Уо) = fy (хо, Уо + Ду) Ay (0< 8, <1). (2) 

Рассмотрим теперь разность Х(ху + Ах, уу + Ay) — Л(ху, Уз + ДУ). 

Замечаем, что эта разность представляет собой приращение фун- 

кции /(х,У + Ау) при изменении хот ху до ху + Ax. Отметим, 

что f(x, Yo + Ау) есть функция одного аргумента х, определенная 

в промежутке [ху, ху + Ах]. По условию, в каждой точке (x, у) е (Р) 

существует конечная fy (x,y). Из этого следует, что существует 

конечная //(х,Уу + Ду) в каждой точке промежутка [ху, хо + АХ].



Видим, что функция f(x, Уз + Ау) впромежутке [Xp, хо + Ах] удов- 

летворяет условиям теоремы Лагранжа. Следовательно, будем иметь 

F (хо + AX, Vo + Ду) — Х(хо, У, + AY) = Л; (ху +0. Ах, уу + Ay) - AX 

(0<605<]). (3) 

Теперь, принимая во внимание соотношения (2) и (3), выражение 

для полного приращения Af функции и = f(x,y) вточке Мо(ж, Уо) 

может быть записано в виде 

Af = fe (Xo +605Ах, Yo +Ау). Ax + fy (Xo; Yo + 9,Ay)- Ay. (4) 

По условию, fy (x,y) и Sy (x,y) непрерывны в точке (Xp, Yo). По- 

этому 

Л: (хо + 82AX, Yo + Ay) —? Ле (хо, Ус), 

fy (X0s Yo + 8 Ay) a 0,5), 

где р = (Ax)? + (Ay)? . A тогда можно написать: 

F(X + 6,Ax, Yo + Ay) = Se (Xo. Vo) +a ) 

fy (Xo, Yo + 8 Ay) = Sy (Xo. Yo) +В, 

где a,B — 0. Следовательно, будем иметь вместо (4) 
р> 

АЛ = Л, (хо, Уо) - Ах + Л,(хо,Уо) - Ay+a-Ax+B-Ay, (5) 

где a,B —> 0. Формула (5) и есть формула для полного прираще- 
р> 

ния Af функции f(x,y) в точке Mo(X, Yo). 
Установленная формула распространяется на случай функции 

от любого числа переменных. Именно: 
Пусть: 

1) функция и = Л(х,х›, ... хи) определена в параллелепипеде 

(Р), содержащем точку Мо(х1о, Хо» ... > Хно); 

2) f(X,,X2,...,X,) имеет конечные частные производные 

№» Ль» ny Sg, В каждой точке (хр, хо, ..., Хи) Е (Р); 
3) Л, Л», > SG, непрерывны в точке Мо(хио» Хо» +++ Xn0) - 
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Тогда полное приращение Af функции Л(х,,х.,..., х„) в точке 

Му представимо в виде 

Af = fx, (Х1о›^Х20, --- › Хно) ‹ AX + Л», (Х10› Х20» --- › Хо) - AX) +... + 

+ Л (195X205 +++ 5 Хо) - Ах, + AX, + VAX, +...+а,Ах,, 

Где 04, @2,...,@, —— > 0; р= (Ax) + (Ах)? +...+ (Ах)? - 
р> 

Определение. Функция и = f(x,y) называется дифференцируе- 

мой в точке Мо(хо, У), если f(x,y) определена в прямоугольни- 

ке (P), содержащем точку Мо(х, У), и если полное приращение 

Af этой функции в точке (Xo, Yo) представимо в виде 

Af =А-Ах+В-Ду+а-Ах+В-Ду, (6) 

где Ди В — некоторые постоянные числа, а ©, В — 0.В (6) Ах 
р 

и Ду — любые, но такие, что точка (ху + Ах, Yo + Ay) Е (Р). 

Справедливы следующие утверждения: 

I. Если функция и = f(x,y) в точке Мо(ж, yo) удовлетворяет 
условиям S, то она дифференцируема в этой точке. 

II. Если функция u= f(x,y) дифференцируема в точке 

Мо(%,Уо), то она непрерывна в этой точке (бесконечно малым 

‘приращениям аргументов соответствует бесконечно малое прира- 
щение функции). 

Ш. Если функция и= f(x,y) дифференцируема в точке 

Мо(ж, У) ‚ то у нее в этой точке существуют конечные частные 

производные fy, fy, причем /,(хо,Уо) =A, Л,(хо,Уо) = В. 

> Всамом деле, из того, что f(x,y) дифференцируема в точке 

Мо(хо, Уи), следует, что Af =А-Ах+ B-Ay+a-Ax+B- Ay, где 

a, В —> 0. Положим здесь Ау =0. Будем иметь 
p- 

Af = Ata => lim AS д. Af=A,f=A-Ax+a-Ax => 
f Sf Ах>0 AX 

Последнее означает, что fy (Xp, Yo) CyluecTByeTHYTO {7 (Xo, Vo) = A. 

Совершенно аналогично устанавливается, что в точке Мо(хо, Yo) 

существует Л,(хо,Уо), причем Л,(хо,Уо)=В. 4 

62



ТУ. Если у функции и = f(x,y) в точке Мо(хо,Уо) существу- 

ют конечные fy (Xp, V0), Лу(Хо,Уо) , TO из этого не следует диффе- 

ренцируемость функции f(x,y) в точке Мо(хо,Уо). Более того, 

из существования конечных /,(хо, Уд) и fy (Xo,¥o) не следует 

даже непрерывность функции f(x,y) в точке Мо(х, У). 

4, если x-y=0; 
Рассмотрим пример. Пусть f(x,y) = ‘ если x-y#0 

У этой функции в точке О (0,0) существуют конечные fy, Л, 

(именно: /,(0,0) =0 и Л, (0,0) =0). Однако, как было показано 

ранее в $5 главы 1, эта функция не является непрерывной в точке 

О (0,0). 

Понятие дифференцируемости функции трех и большего чис- 

ла переменных вводится совершенно аналогично рассмотренному 

случаю функции двух переменных. Именно: 

Функция и = f(X,,X2,...,X,) называется дифференцируемой в 

точке Мо(хо, Ход, ... › Хло) › если ее приращение Af , вычисленное 

для этой точки, представимо в виде 

Af = A, Ax, + 4›Ах.>+...+ A, Ах, +0 Ах, +9>Ах. +...+0,AX,, 

где АД, Aj, ..., A, — некоторые постоянные числа, 

а O),05,...,4, —,? 9 (функция U = f(X,,X>,...,X,) считается 
p> 

определенной в параллелепипеде (P), содержащем точку 

Мо(хо,Х-0»› +++» Xn0)3 Ах, Ах.,..., Ах, — любые, но такие, что 

точка (X10 + Ах, X0 + Ax), coe XnQ + Ax,) Е (Р) ). 

Заметим, что для функций трех и большего числа переменных 
остаются справедливыми утверждения I — IV, отмеченные выше 
для функции двух переменных. 

$3. Производные сложных функций 

Теорема 1. Пусть функция и = f(x,y) определена в прямо- 

угольнике (Р) ((Р)ев?) и имеет там непрерывные частные 

производные и’ = fx(x,y), и, = Л,(х,У). Пусть функции 

х=ф(1), у=\(1) определены в промежутке (a,b) и имеют там 
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конечные производные х, = O'(t), у, = w(t). Пусть, далее, функ- 

ции ф(г) и w(t) такие, что для любого ге (a,b) оказывается, что 

точка (Ф (1), 4 (0) Е (Р). Таким образом, имеет смысл суперпози- 

ция и= / ($ (1), w(t) = Р), ге (a,b). Тогда для любого ге (а,5) 

существует конечная производная и; , причем 

(1) 

(Здесь f — независимая переменная; х, У — промежуточные apry- 

менты.) 

}»> Возьмем любое Гиз (a,b) и закрепим. Обозначим его через 

to. Пусть p(t) =хо, W%o) = Уз (ясно, что точка (ху,Уо)е (Р)), 

(о, Уо) = и. Дадим ft) приращение А! — любое, но такое, что 

At #0 и точка 1 + Ate (а,5). 

Пусть 9 (fo + At) =х+Ах, \(1 + Af) = Yo + Ay (ясно, что точ- 

ка (ху + Ах, уу + Ay) Е (Р)), Л(ху + Ах, уу + AY) = и, + Au. Здесь 

Au = Л(хо + Ах, Yo + Ду) — Л(хо,Уо) 

— полное приращение функции и = f(x,y) вточке (хо, Ус). Отме- 

тим, что функция и = f(x,y) вточке (Xo, Yo) удовлетворяет услови- 

ям 5 и поэтому для полного приращения Аи справедлива формула 

Au = Л, (хо, Уо) - Ах+ Л, (хо, Уо)- Ду+а-Ах+В-Ду, 

где «,B 0 при р->0. А тогда 

Аи , Ax , Ay Ax Ay 
— = X 9 —.-- Хх 9 .—+а.—+ _——" . 2 

At Лео, о) At fy (%oYo) At At р At (2) 

По условию, функции xX=O(f), у=\(1) имеют в промежутке 

(a,b) конечные производные —’(f), w(t). Следовательно, x = p(t), 

у = w(t) непрерывны в промежутке (a, 5) ; в частности, непрерыв- 

ны в точке 2. Но тогда Ax > 0 и Дду>0 при 40 p- 0, 

если АГ -> 0 => ©,В > 0 ,если At > 0. Переходя в соотношении (2) 

к пределу при А! -› 0, получим 
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Аи , а 
jim Sea fix о›Уо)—- = + би») 

>0 At 

Следовательно, в точке fy существует конечная производная “. 

причем 

du , dx 
— = X _— + x dt it Fx ( 0» Уо) dt|,_ _, fy ( о Уо) = ai. _, 

0 0 0 

Так как точка fy — любая из (a,b), то теорема 1 доказана. q 

Заменание. В теореме | рассмотрен случай, когда независимая 
переменная — одна, а промежуточных аргументов — два. Совер- 
шенно аналогичная теорема имеет место в случае, когда незави- 
симая переменная — одна, а промежуточных аргументов три и 
больше. Именно: 

Пусть функция и = f(x,,X>,...,X,) определена в параллеле- 

пипеде (Р) ((Р) с В”) и имеет там непрерывные частные произ- 

водные /,,/,,,...,/х,. Пусть функции x, =, (ft), x2 =$>2(0,, 

X, =, (1) определены в промежутке (a,b) и имеют там конечные 

dy, dp» don 
Ш’ de . Пусть функции ,(f), Ф>(1), производные 

.., ф,(1) еще и такие, что для любого [е (a,b) оказывается, что 

точка (фи (г), $2 (1), ..., ф„(1)) е (P), так что имеет смысл суперпо- 

зиция и = / ($1 (1), Ф2(1), ... , Фи(1)) = F(t), ге (a,b). Тогда для лю- 
du 

бого ¢ Ee (a,b) существует конечная производная —, причем 
dt’ 

du _ ди dx , Ou dx, Ou Bn (3) 
dt ox, dt ox, dt `` ox, Ш. 

Теорема 2. Пусть функция и = f(x,,X2,...,X,) определена в 

параллелепипеде (Р) ((Р) с к”) и имеет там непрерывные част- 

ные производные Uy = fy, Ux, = Ses» Ux, = fy. Пусть функции 

x; = Dy (ti slo, -+ т), x4 рав), » Xn =D, (1,15, ++ 5 tm) 
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определены в параллелепипеде (Р.) ((Р,) с (В”))) и имеют там 

конечные частные производные 

OP, 9% A. 9 9% 94. OP, I, Oy 
Ot, > Of, °° Atm = Ot,” Oty” tm” ” Oty” bn | 

Пусть функции @) (1,15, ..., и), Ф> (1,15, eee atin) ss ФИН, 6, «+s bn) 

еще и такие, что для любой точки (f,,%),..-,f,,) € (Р.) оказывается, 

что точка 

(Oi (tf, 9 т), Ф- (И, 15, sory binds eeey ~, (tf; eee y tm) Е (Р) , 

так что имеет смысл суперпозиция 

И = АИФ (t,,¢2, 9 binds Q5(4,56, 9 п), .-- , Фи (И, 65, ее 9 т)) = 

= Е, 15,.... tm) 

в (P,). При этих условиях для каждой точки (1,15,..., и) € CP) 

ди ди 
существуют частные производные on” Ot’ eee y at,” причем. 

ди _ of ox | of ‚9х2, + of OX, 

Ot; Ox, Of Ox, Of ~~ OX, ди’ 

ди _ of ay, af ax, , af aK, 
915 Ox 915 Ox) Ot, -_ Ox, 915 ) 

du _ af ax Af ae с д, 
Otm OX, 9 9х2 Om  OXy_ Om 

ди ., ., 
> Чтобы вычислить Fae нужно в каждой из функций 

I 

Dy (1,15, sees т), Daltistoseeestn)s » Ф,(,,...,т) закрепить 

переменные о, £3, ..., ¢,,. Но закрепив №, f3, ..., и, мы будем 

находиться в условиях теоремы | (или ее обобщения), т.е. мы 

получим сложную функцию одной независимой переменной f,. 

ди 
Следовательно, существует конечная on ‚ причем



ди _ of ox, of ox? | of Xn 

Ot; Ox, Ot; OX Ot; ~~ Ox, ot, 

, du 
Мы воспользовались формулой (3). Только вместо Wr следует 

писать 9% авместо 21. 42 т _ писать соответственно 
ди!’ dt’ dt’ ” at 

OX, OX, OX, 

ot,’ of,’ Ot 

ди .. 
Чтобы вычислить — (К=2,3,...,т), нужно в каждой из 

Ot, 

функций y(t slo, -. > (т) › Do (ty sla, ..- bm) » ’ Dn (tystas -..› т) 

закрепить все переменные, кроме f, , а затем дифференцировать 

полученную сложную функцию одной переменной {; . А тогда по 

теореме | (или ее обобщению) заключаем, что существует конеч- 

ди 
ная — , причем Ot, 

ди of ax, af ax» of ox = ; ... -—4 = 2, 3,...,т). д Ox, Oty xp Oty Ox, dt, PM: 4 

§4. Полный дифференциал функции нескольких 
переменных 

Пусть функция и = f(x,y) определена в прямоугольнике (Р) 

((Р)< в”), содержащем точку (X9,¥o). Пусть функция 

и = f(x,y) — дифференцируемая в точке (Xp, Yo). Возьмем Ах и 

Ду — любые, но такие, чтобы точка (ху + AX, Yo + Ay) Е (Р). Вы- 

ражение 

№. (хо, Ус). Ах + Л,(хо, Ус) - ДУ (1) 

называется полным дифференциалом функции и = f(x,y) в точке 

(хо,Уо) и обозначается символом df(X9,¥o) (или аи(ху,Уо)). 

Итак, по определению 

df (Xo Yo) = Fx (Хо, Уо) - Ах + Л, (хо, Yo) AY. (2) 
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Видим, что df(X9,¥9) зависит от четырех не связанных между 

собой величин: ху, Yo, Ах, Ау. Если вспомнить, что дифферен- 

циалы независимых переменных совпадают с их произвольными 

приращениями, т. е. 

dx=Ax, dy=Ay, 

то соотношение (2) может быть записано в виде 

Af (Xo, Уо) = Лк (хо, Уо) - 4х + Л, (хо, Уо) - У 

(или du = 9 +94 ay). (3) 
ox oy 

Видим, что полный дифференциал равен сумме частных диффе- 

ренциалов, т. е. 4и =а,и+ауи. 

Ранее (см. $2) была выведена формула для полного прираще- 

ния Af функции и = f(x,y), дифференцируемой в точке (ху, Yo). 

Было получено 

АЛ = Л, (хо, У) AX + Л, (хо, Уо) -ДАу+ча-Ах+В.Ду, 

где a,B — 5? 0. Теперь, принимая во внимание (2), эту формулу 
> 

можно записать так: 

Af = а! (хо, У) +a-Ax+B-Ay, где a,B —>0. (4) 
p> 

Легко убедиться, что (a-Ax+B-Ay) =o0(p) при p> 0. А тогда из 

(4) заключаем, что полный дифференциал функции и = f(x,y) в 

точке (Xo, Yo) отличается при р > 0 от полного приращения фун- 

кции в этой точке на величину бесконечно малую более высокого 

порядка, чем р = (Ax)? + (ду)?. 

Этим, как и в случае функции одной переменной, широко 
пользуются в приближенных вычислениях, заменяя приращение 
функции ее дифференциалом (как более простым по структуре). 

Рассмотрим, например, такую задачу. Имеется дифференци- 

руемая функция и = f(x,y). Требуется дать оценку погрешности, 

которая получится при вычислении значения этой функции, если 
значения х и у получены с некоторыми погрешностями, оценки 
которых нам известны. Более точно, это означает следующее.



Пусть Ах и Ау — фактические погрешности, с которыми 

получены значения хиу. Точные значения величин Ах и Ау нам 

не даны, известно лишь, что они удовлетворяют неравенствам 

[Ах < 5х, Ay|< dy, 

roe бх и бу — максимальные абсолютные погрешности, т. е. наи- 

большие по абсолютной величине ошибки, которые мы можем 
допустить. Нужно получить максимальную абсолютную погреш- 

ность би для величины и. 
Фактической погрешностью, получающейся при вычислении 

значения функции и = f(x,y), будет 

Au = Л(х+Ах,у+ду) - f(x,y). 

При малых Ax и Ay величину Аи, т.е. приращение функции, 

можно заменить приближенно ее дифференциалом, т. е. положить 

ди = Л, (х,у)Ах + fy(X,y)AY ; 

откуда |Au| < [/(х,у)|- [Ах +|/,(х,У)|- АУ, а следовательно, и по- 
давно 

[Аи < |; (х,У)]- 5х + [/,(х,У)|-5. (5) 
Таким образом, фактическая ошибка (взятая по абсолютной вели- 
чине) всегда меньше или равна величине, стоящей в правой части 

неравенства (5). Эту величину и принимают 3a би ‚т.е. полагают 

би = [fz (x, y)|- 8х + [Fy (x, y)] Sy. (6) 
На формуле (6) основываются правила приближенных вычис- 

лений, как, например: 
1) Максимальная относительная погрешность произведения 

равна сумме максимальных относительных погрешностей сомно- 
жителей. 

2) Максимальная относительная погрешность частного равна 
сумме максимальных относительных погрешностей делимого 
и делителя. 

» 1) В самом деле, пусть и=ху. По формуле (6) имеем 

би = У. 5х +|>х|-бу, откуда, разделив на |х-У, получаем 

би _ 5х. by 
=—+—, 

м ыы.



2) Пусть и = у. По формуле (6) имеем би = |- 5 .бу, 

откуда, разделив на Е получаем ди _ Ox + <q 
УГ ТИ. 

Замечание. Понятие полного дифференциала функции трех и 
большего числа переменных вводится совершенно аналогично 
рассмотренному случаю функции двух переменных. Именно: 

Пусть функция и = f(x|,X>,...,X,) определена в параллеле- 

пипеде (Р) ((P) c В”), содержащем точку (ху,Хоо, --- > Хо). Пусть 

и = f(X),X2,...,X,) дифференцируема в точке (ху, Ход, ... > Хо). 

Возьмем Ах, Ах, , Ах, — любые, но такие, чтобы точка 

(Хи + Ах, хх +Ах,, ...,Хш+Ах,)Е (Р). Выражение 

Ла X10» %205 +++ Xo AX + Se, (Х10›Х20› +++» Хно)АХ2 + 

+... + Лх (X19 Хо» --- › XyQ AXy (7) 

называется полным дифференциалом функции и = Х(х!,х., ..., х„) в 

точке (х10,Хоо, -.. › Хо) и обозначается символом Af (хо, Хо, ... › Xn0) 

(или dU(X19,X295 .-. > Хно)). 
Таким образом, по определению 

Af (х1о›Х20» +++» Хно) = Sx, (Х10›Х20› +++ › Xn AX + 

+ fx, (Х10›Х20, eee y X90 AX +... + fi, (Х10»Х20, “+9 X,0) AX, . 

Если принять во внимание, что Ax, = dx, , Ax, = ах. ,, Ах, = ах, 

то можно писать 

Af (X19 Х20» +++» Хно) = Se, 109% 205 +++ › Хно) By + 

+ Ixy (X105X205 eee хо) > +... + fi, (Х10,Х20, eee Хто) АХ, , (8) 

_ ди 9 
du = — ах 

Эх, iT Эх, 

и ди 
— d. А 9х х, Х> +... + ax, xX, , 

Видим, что полный дифференциал функции от любого числа пе- 
ременных равен сумме всех ее частных дифференциалов. Он лине- 
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ен относительно приращений Ax,, Ax,, , Ах, независимых пе- 

ременных и отличается при р > 0 от приращения функции Ди 

на величину бесконечно малую более высокого порядка, чем 

р = J(ax,)? + (Ах›)? +...+(Ax,)? . Справедливо все сказанное 

выше и в отношении использования дифференциалов в прибли- 
женных вычислениях. 

$5. Дифференциал сложной функции. 
Инвариантность формы полного дифференциала 

Пусть функция и = f(x,y) определена в прямоугольнике (P,,) 

и имеет там непрерывные частные производные и’ = f(x,y), 

и, =Л,(х,у). Пусть функции х=ф(Ё,п), у = (6,1) определены 

в прямоугольнике (Ри) и имеют там непрерывные производные 

ХЕ, Хи» УЕ, Уп. Пусть функции ф(Ё,т), w(E,n) еще и такие, что 

для любой точки (En) из (Р.) оказывается, что точка 

(9 (E,n), w(E, n)) € (Ру). Таким образом, в (Ри) имеет смысл су- 

перпозиция и = /(ф (Е, п), w(E,n)) = F(E,n). При этих условиях: 

1) функция u=F(E,n) дифференцируема в каждой точке 

(5,1) = (Py); 

2) du = и‚Ах +uydy , (1) 

т.е. соотношение (1) справедливо как в случае, когда хи y — He- 
зависимые переменные, так и в случае, когда х и уесть функции 
новых переменных. 

} 1) По условию, в каждой точке (6,1) е (Ри) функции 

х=Ф(Е1), y=w(E,N) удовлетворяют условиям 5. Значит, эти 

функции дифференцируемы в каждой точке (§,n) е (Р.) и, сле- 
довательно, у них существуют конечные частные производные 

ХЕ =e (6&1), x, = 9,66), УЕ = УЕ (5,1), ул = Уи (ЕП) в каждой 

точке (5,1) =(Р„). Отметим также, что функции x= (En), 

у = \(Е, п) непрерывны в (Ри). 

п



В силу теоремы 2 (о производных сложной функции) заключа- 

ем, что в каждой точке (5,1) е (Рё) существуют И = Е (5,1) 

и и, = 2 (5,1), причем 

ИЕ =U, ХЕ +Uy УЕ, (2) 
yy yy! 1)’ Uy = Uy X_ чи, Ут. 

Имеем: и, (x,y) = Л. (Ф (Е, т), vE.m), и’ (ху) = (9 6.0), vn) — 

непрерывны в (Рё) как суперпозиции непрерывных функций. По 

условию, ХЕ, Хи, YE, Уи — непрерывны в (Реп). А тогда из соотно- 

шений (2) для Uz, И, следует, что UE, Их непрерывны в каждой 

точке (§,1) е (Рё) и, следовательно, функция и = F(E,n) удовлет- 

воряет условиям 5 в каждой точке (5,1) е (Ри). Значит, функция 

и = F(§,n) — дифференцируема в каждой точке (5,1) е (Py). Ta- 

ким образом, утверждение 1) доказано. 

2) Имеем, по определению полного дифференциала, 

du = ИЕ + из 

(y Hac &, 1 — независимые переменные). Но ИЕ = Их ХЕ +И, УЕ, 

Uy = Uy X_ + Uy Уи (CM. (2)). Поэтому 

du = (uy - ХЕ +Uy УЕ) + (uy, xX, чи, -y,)an= 

= ul, (xgdb + хи) + us, ОЕ + уз. 

Ho хЕ 4 + хи = ах, у + y,dn = dy. А тогда 

du = и, Ах +и,ау. (3) 

Следовательно, утверждение 2) также доказано. 4 

Заметим, что в соотношении (3) dx и dy — дифференциалы 

функций х=ф(&,1), y= w(E,n). Они не совпадают, вообще го- 

воря, с приращениями Ах и Ау соответственно. 
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$6. Частные производные высших порядков. 
Теорема о равенстве смешанных производных 

Пусть функция и = f(x,y) определена в прямоугольнике (Р) 

и имеет в каждой точке (х,у) е (Р) конечную частную производ- 

ную uy = //(х,у). Ясно, что fy(x, y) представляет собой некото- 

рую новую функцию, определенную в (Р). Следовательно, можно 
поставить вопрос о нахождении частных производных по х и по 

у от этой новой функции. 

Если существуют (f,(x,y)) и (f(x, У)), ‚ то их обозначают 

x (%Y) и Лу(х,У) и называют частными производными второго 

порядка функции f(x,y). (Л. (х,У) — первое и второе дифферен- 

цирование по x; Лу(х,У) — первое дифференцирование по x, 

второе — по у.) Используют и другие обозначения введенных 
2 

O° L(Y) yn 
ax? ’ 

частных производных второго порядка, а именно. 

au У „9 Mt 

9х2 И дхду » “xy, axoy соответственно. 

Предположим теперь, что функция и = f(x,y) имеет в каж- 

MOK точке (х,у)е(Р) конечную частную производную 

uy, = fy (x,y). Ясно, что Л,(х,У) представляет собой еще одну 

новую функцию, определенную в (Р). 

Если существуют (f,(x, y)) и (Six, У), ‚ то их обозначают 

их(х,У) и Sy (X,Y) и называют частными производными второго 

порядка функции f(x,y). (Лх(х,У) — первое дифференцирова- 

ние по у, второе — по x; /„(х,Уу) — первое и второе дифферен- 

цирование по у.) Используют и другие обозначения, а именно: 
2 2 2 2 

о ры » Uy, в и о а ‚ by, >t соответственно. 

Замечание. Следует различать f(x,y) и Sy (x,y). 

Частные производные третьего, четвертого порядков HUT. д., 

атакже соответствующая символика вводятся совершенно аналогично: 
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д”и(х, у) 
— функция дифференцируется т раз по х; 

дх" 

д” и(х, u(x, у) ‚ де т=р+а,— функция дифференцируется р 
дхРду1 

раз пох, а затем 4 раз по у. 

gmu(x, у) 
дх/'ду?дхР?...дуч: * 

+...+а,, означает, что функция и(х,у) сначала дифференциру- 

Вообще символ re m= p+q,+ Pot 

ется ру раз по x, затем а, раз по у, р раз по хит. д.; наконец, 4. 

раз по у. 
Частная производная второго, третьего и большего порядка, 

являющаяся результатом дифференцирования по разным пере- 
менным, называется смешанной. Смешанными будут, например, 
частные производные 

92и tu ou 9“и 
дхду’ дудх’ axdy*’ дхду?дх 

Теорема (о равенстве смешанных производных). Пусть функция 

и = f(x,y) определена в прямоугольнике (P), содержащем точку 

(Хо, Ус). Пусть в каждой точке (x,y) е (Р) существуют конечные 

частные производные /,(х,у), Лу(х,У), Лу(х,У), Лк sy). Tor- 
да, если смешанные производные f(x,y) и Л„(х,У) непрерыв- 

ны в точке (хо, Ус), TO 

Л» (Хо, У) = Лух (Хо, Уо). (1) 

» Выберем и закрепим числа Й и k— любые, но такие, что 

точка (Xp +h,yotk)e(P). Ясно, что точки (xp +h, Yo) и 

ИТ. Д. 

(хо, Уи +k) Е (Р). Введем в рас- 

смотрение величину 

(хо+й, york) A= f(x th, yo +k)- 

(xo+h, yo) —f(Xo,Yotk)- (2) 

— f (Xo +h, Yo) + Л(хо, Yo). 

Подсчитаем величину Адвумя спо- 

собами. 
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Способ 1. Рассмотрим функцию Q(x) = Х(х, уу + К) - Л(х, У). 

Имеем 

(xX, + A) = f(X% +h, Yo +k) — Л(ж +h, У) »+h)-9(%) =A. 9%) =f t—SOprr)  — +9 = 4.G) 

По условию, в каждой точке (x,y) e(P) существует конечная 

f(x,y). Следовательно, для любого х из промежутка [ху, ху +h] 

существуют конечные fy (xX, у, +k) и Л.(х,Уо). Но тогда для лю- 

бого x из промежутка [X9,Xq +A] существует конечная производ- 

ная ф’(х) , причем 

ф’(х) = Ли (х, У, +k) - Ли (х, Уз). (4) 

Видим, что функция E(x) удовлетворяет условиям теоремы Лаг- 

ранжа. Поэтому A =ф(ху +) -Ф(хо) = ф’(хо + 0,й) - А > всилу (4), 

А=ф(хо +h) -9 (хо) = [1 (Xo + O14, York) - Л. +01, Уо)]-й (5) 

(0 <60, <1). 

Введем в рассмотрение функцию 

My) = Л; (хо + 8,4, У). (6) 

Имеем ^(уз + А) = Л. (xt 914, York), Уи) = Se (+ O14, Yo) > 

> Myo +k) - Myo) = Л, (хо + ий, Vo + К) — Л, (хо + Bh, Yo) - 

А тогда, в силу (5), получаем 

A = [№ + -^00)]-й. (7) 
По условию, в каждой точке (х,у)е(Р) существует конечная 

ху(х,У). Следовательно, для любого у из промежутка [Yo, Yo + К] 

существует конечная fy, (Xo +@1й,У). Но тогда для любого у из 

промежутка [yo,¥o +k] существует конечная производная A’(y), 

причем A’(y) = Лу (хо +011, У). 

Видим, что функция A(y) в промежутке [yo,¥o +X] удовлет- 

воряет условиям теоремы Лагранжа. Поэтому 
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A = [Myo + ©) — M9) JA = О + 82k) Ай (0<60. <1) 

Таким образом, окончательно получаем для A: 

A = fi (Xp + 01h, Yq +05) kh. (8) 
Способ 2. Рассмотрим функцию wy) = Л(ху +A, y) — f(x,y). 

Имеем 

WOM +k) = Ло +h, +К)- Л, У +k) i +k)-w(y,) =A. 
Wo) = F(X + As Yo) — F (Xoo Yo) => w(yy +k) —w(y) (9) 

По условию, в каждой точке (x,y) e(P) существует конечная 

fy (x,y). Следовательно, для любого у из промежутка [Yo, Yo + К] 

существуют конечные Л, (хо +h, y) и Л,(хо, У). Но тогда для лю- 

бого у из промежутка [Yo, Yo + Е] существует конечная производ- 

ная w’(y), причем 

w'(y) = Л, (хо +1, У) - Л, (хо, У). (10) 

Видим, что функция \у(у) в промежутке [уу, Yo + А] удовлетворяет 

условиям теоремы Лагранжа. Поэтому А = \(уу + К) — у (уу) = 

=’ + 03k)-kK, (0< 8; <1), > в силу (10), 

А = [у (хо +В, о + 03k) - Sy(Xo,Yo +6034)]-к. (IN) 
Введем в рассмотрение функцию 

U(x) = Л,(х, Yo + 93k). (12) 

Имеем  B(X9 +) - W(X) = Sy (Xo + A, V0 + 83k) — Sy (Xo. Yo + O34) . 

А тогда, в силу (11), получаем 

А= [W(x +h) - и(хо)]- К. 

По условию, в каждой точке (х,у)е(Р) существует конечная 

ух (X,Y). Следовательно, для любого х из промежутка [ху, хо + A] 

существует конечная Л (Xx, Уз + 03К). Но тогда для любого x из 

промежутка [ху, хо +A] существует конечная производная и’(х), 
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причем L(x) = fi. (x, У, + 83k) . Видим, что функция p(x) в проме- 

жутке [хо,хо +A] удовлетворяет условиям теоремы Лагранжа. 

Поэтому 

A = [W(x +й)-и(%)]- Е = W(x + 0.1) - К (0 <6, <1). 

Таким образом, окончательно для A получаем 

A = Лк (Xo + 84h, Yo + 93k) Ak. (13) 

Сопоставляя теперь два выражения (8) и (13), полученные для A, 
находим 

ху (Хо + 944, Vo +02К) = fy (хо + 04й, Vo +03К). (14) 

В соотношении (14) станем изменять Ah и К так, чтобы было 

р=\/й2 +k? — 0. Тогда 

(хо + O,h, Yo + 82k) 5? (хо, Ус), 

(хо + 04й, Yo + 03k) so (хо, Yo). 

Так как Лху(х,У) и Sy, (x,y) непрерывны в точке (хо, Yo), TO 

xy (Хо + 914, Yo + 82k) = FS xy (Хо, Уо), 

Fx (Хо + 04h, Yo + 03k) >? Лух (Хо, Уо). 

Следовательно, переходя к пределу в соотношении (14) при р > 0, 

получим Лу (Хо, о) = Six (Xoo). 4 

Следствие 1. Если смешанные производные f(x,y) и Sy, (XY) 

непрерывны в каждой точке (х,у)еР, To f(xy) = Л (х,У) 
всюду в (Р). 

Следствие 2. Если функция и= f(x,y) определена в (Р) 

и имеет там непрерывные частные производные всех порядков до 

т включительно, то при вычислении смешанной производной 

любого порядка до т включительно от функции f(x,y) (в каж- 

дой точке (x, y) € (P) ) безразлично, в каком порядке производить 

отдельные дифференцирования. 
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№ Это вытекает из возможности (в силу только что доказан- 

ной теоремы) менять порядок любых двух последовательных 
дифференцирований по хи у. Повторное применение такой 
операции позволяет результат р дифференцирований по хи а 
дифференцирований по у, независимо от их порядка, свести к 

д7*Ч и 

дхРду1 

х, затем к 4 дифференцированиям по у. q 
Замечание. Частные производные порядка выше первого для 

функций трех и большего числа переменных определяются совер- 
шенно аналогично рассмотренному случаю функции двух пере- 
менных. 

Именно, пусть функция и= f(x,,X2,...,X,) определена в 

ou 
параллелепипеде (P) ((P)cR"”). Символ ‚ где 

P (A) ( Ox" Ox5? ... OX," 

‚ ге р+а<т, т.е. сначала к р дифференцированиям по 

Pi + Pp +...+ р, =т, означает, что функция и = Х(х|,хо,..., хи) 

сначала дифференцируется р, раз по xX,, затем Py раз по х›, 

ит. д., и, наконец, — р, раз по x,. 

Отметим, далее, что теорема о равенстве смешанных произ- 
водных и следствия из неё полностью переносятся на случай 
функции любого числа переменных. Так, например/ 

Пусть функция и = Л (1, х.,...,х,) определена в паралле- 

лепипеде (Р) ((Р) СВ”) и имеет там непрерывные частные 

производные всех порядков до т включительно. Тогда при 
вычислении смешанной производной любого порядка до т 

включительно от функции и = f(X|,X2,...,X,) (в каждой точ- 

ке (xX,,X2,...,X,) €(P)) безразлично, в каком порядке произ- 

водить отдельные дифференцирования. 

Пример. Пусть функция и= f(x,y,z) определена в (P) 

((P) св?) и имеет там непрерывные частные производные до 

порядка 171 = 10 включительно. Тогда будем иметь, например, 

go, gy 

axdy2az2ayaz2ax? ax ay3az! ° 
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$7. Дифференциалы высших порядков 
функции нескольких переменных 

Рассмотрим функцию и = f(x,y), где х и у являются незави- 

симыми переменными. Пусть эта функция определена в (Р) 

((Р)с в) и имеет там непрерывные частные производные всех 

порядков до т включительно. Тогда, если т>1, то функция 

и = f(x,y) дифференцируема в каждой точке (х,у)е(Р). Зна- 

чит, в каждой точке (x,y) е (Р) существует df(x,y), причем 

df (x,y) = f(x,y) dx + f(x,y) ау. (1) 
Здесь dx = Ax, dy = Ay — произвольные приращения независи- 

мых переменных, т. е. произвольные числа, никак не зависящие OT 

хи у. Закрепим dx и ау. Тогда df(x,y) будет представлять собой 

функцию от двух переменных х и у, определенную в (Р). Если 

т>2,то df(x,y) в каждой точке (x,y) е (Р) есть дифференциру- 

емая функция и, следовательно, существует дифференциал от этой 

новой функции, т. е. существует d(df (x, y)). а?и = d(df(x,y)) назы- 

вается дифференциалом второго порядка от функции и = f(x,y) 

(при этом дифференциалы независимых переменных ax и ау 
считаем теми же самыми). 

Итак, по определению, 4?и = 4(4и). Отметим, что d2u есть 

тоже функция OT хи у, определенная в (Р). Причем, если т>3, 

то 4?и есть дифференцируемая функция в каждой точке 

(ху) е(Р). Совершенно аналогично предыдущему полагаем 

43и = d(d7u). Величина аЗи называется дифференциалом третье- 

го порядка функции и = f(x,y). И вообще, дифференциал порядка 

т функции и = f(x,y) определяется равенством 

а”и =d(d™"'u). 

(Следует помнить, что дифференциалы независимых переменных 

dx и dy считаются постоянными при определении дифференци- 

алов любого порядка до Mm включительно.) 
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Найдем явные выражения для введенных дифференциалов 

через частные производные и через дифференциалы независимых 
переменных. Так как у нас (по предположению) функция 
и = f(x,y) имеет в (Р) непрерывные частные производные всех 
порядков до т включительно, то величины смешанных частных 
производных, которые нам будут встречаться, не зависят от по- 
рядка дифференцирования. 

Имеем 

ди ди 
du = — „4+ — dy; | 

Ди. - 
дх ду y= 

4 24 9?и _ ou z и 2 
dx d = (dx)* + ух + yop ay? ™ , 

7 ‘и tu 6 
ак как SST = 5 Oy то будем иметь 

9?и 9?и д?и 
d*y = — (4х)? + 2 —— dxdy + —~(dy)’: 2 о (tt) +2 aay + т) (2) 

d*u = d(d*u) =-  (d*u). dx + — (au): -dy = 

Be + 2——— (dx)* dy + 
ax? ee an 

Oru Зи 
= (ay) dx + —— эту OY +—; (dy)’, 

3 ду 

3 3 3 3 
Если т> 3, то _9и_ = ou ou = ou . Следовательно, 

дхдудх ‚хо ’ду?9х дхду? 

Зи 

дхду? 

3 

аи ou di)? + 3 + ит +24 ay) (3) 
дх?9 ду 

Отметим, что выражения для du, d2u, 4?и всимволической форме 
можно записать так:



дх ду 

( \2 
аи = 9. + 9. и, 

Ox oy "J 
3 (a а} 

d-u =| —@х+—ау|-и 
(Ox 9) 

Методом математической индукции можно доказать, что 

д д, \” 
d™u =|—dx+—dy| -u. 4 ( 5х y y] (4) 

Правую часть (4) следует пониматьтак. После возведения в степень 

д д 
т выражения, стоящего в скобках, степени символов Эх И ду 

с последующим их условным умножением на и следует рассматри- 

вать как указатели порядков соответствующих частных производ- 

ных функции и(х,у). 

Замечание. В случае функции и= Л(х1,х.,...,х,) (п>2, 

х|, Х›,....Х, — независимые переменные) понятие дифферен- 

циала второго, третьего, , т-го порядков вводится совершенно 
аналогично рассмотренному случаю функции двух переменных. 

При этом имеет место символическая формула 

d™yu = +9 +... + о dx a. (5) 
x Ox} ox, “ 

Формула (5) справедлива при условии, что функция 

и = f(X|,X2,...,X,) определена в параллелепипеде (Р) ((P) c В”) 

и имеет там непрерывные частные производные всех порядков до 

порядка т включительно. 

$8. Дифференциалы высших порядков 
сложной функции нескольких переменных. 
Нарушение свойства инвариантности формы 

Рассмотрим сложную функцию 

и = Л(х!,х2,.... Хи), (1) 
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где 

х = $1 (11,15, ..., р), 

Хз = Ф2 (1,15, ..., р), 
eo (2) 

Xn = Фи (И, ta... rt); 

fis 15, we, ty — независимые переменные. Предполагается, что 

функции (2) дифференцируемы достаточное число раз в паралле- 

лепипеде (7) ((Г) < В?), а функция (1) дифференцируема доста- 

точное число раз в параллелепипеде (Р) ((P) = В”). По свойству 

инвариантности формы полного дифференциала первого порядка 
сложной функции имеем 

ди ди ди 
du = —— ах! + —— dx, +...+— ах,. 3 аж ах, ax," ©) 

Но здесь 

0 Ly 0 dx, = ——dt, + —— dt, +...+——dt,, 
I Ot, Oty 91, 7 

дф> д9Ф> OP2 dx, = — ай +—аЬ +...+—— @,, OH Oh ТО, СР (4) 

dx, = 20 gp + 28m at, +. + 20 at 
ot, dt ot, ° 

Поэтому при постоянных df, dt, ..., df, величины 

adx,;, @Хо, ..., Ах, уже не будут постоянными, вообще говоря, ибо 

dP; 9, 09; 02 OH 092 9, 99, 99, 
Ot,’ Ot,’ ``’ Ot,’ Ot Of,’  ” Ot,’ дн’ At,” at, 

могут зависеть OT Ц, 15, ..., Гр. 

Покажем, что формула (5) предыдущего параграфа для т22, 
вообще говоря, не сохраняется. В самом деле, имеем, например, 

d?y = d(du) = if 2 a Hae, +... ан, - 
x x OX, 
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+ oH d*x,+...4d ou dx, + ou d*x, 
dX Ox, Ox, 

= d| 2”). ax, + | 2). ax, +... +d] 24). ax, + 
д | 2 п 

+ Hg +-9 р, + + d’x, = 
Ox; Ox, n 

2 

=> d7u = 9 4+9 dx, + ae ax, ut 
9х OX Ox, 

ди 2 ди 2 ди 2 
+ — ах + —.а“х.+...+ -d°X,. 

Ox, | дх> 2 Ox, п (5) 

Если бы X;, X2, ..., X, были бы независимыми переменными, TO 

мы имели бы 

2 
д д 9 

d?u =| — ах! +—-dx, +...+—-dx, | и. 6 
Е tax, Ox, 7 (6) 

Сопоставляя выражения (5) и (6) ana 4?и, видим, что в случае, 

когда х|, хо, ..., X, сами являются функциями других перемен- 

ных, формула для 4?и усложнилась (добавилось выражение 

Ou ry, + Ou 2x, +...+ ou -d*x, ). Еще большее усложнение 
ox | дх 2 

получается для 4Зи ит. д. Таким образом, свойство инвариантно- 
сти формы для дифференциалов порядка выше первого теряется, 
вообще говоря. 

Мы не зря здесь сказали “вообще говоря”. Дело в том, что 
имеется важный частный случай, когда и для сложной функции 

п 
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свойство инвариантности формы имеет место для дифференциа- 

лов любого порядка. Это будет тогда, когда х|, хо, ..., X, явля- 

ются линейными функциями OT fy, fy, ..., fp, T.e. когда 

x =ayh + 41215 +... 4 @1рГр +b, 

Хх = ай + Ag lo + oe + @2рГр +55, 

—
 

Xn = ай + A, 9l5 +...+4,,f +65, np’ p 

где а, 212, ..., Ч р, @21, 2225 ..., @2р, ‚› @ш» @п2» oes Я@ пр, 

b,, 65, ..., 6, — постоянные числа. В этом случае имеем 

ax, = ана + а|2а15 + -- + ар, = ay, At, + A), At, + ... + @,At,, 

dx = Aydt, + Aydt, + ... +2 рр = A>, At, + а>› АБ + ... + Az Af, _, 

AX, = Aydt) + Aydt, +...+ а, =A, At, +A, At, +...+a,,At, 

= dx,, dX, ..., ах, — постоянные числа, так как 

Ай, Af), ..., At, — постоянные. Но тогда 4?х, =0, 4*х, =0,, 

а?х„ =0 и, следовательно, будем иметь вместо (5) 

2 

азы =( 2x +9 dx, +..42 tx, и. 
Ox, dx дх„ 

Видим, что в этом частном случае дифференциал второго порядка 
обладает свойством инвариантности формы. 

Итак, в случае, когда промежуточные аргументы ху, хо, ..., Xp 

выражаются через независимые переменные 1, fy, ..., ty линей- 

но, dx,, Хо, ..., Ах, оказываются постоянными при постоянных 

At, ДГ, ..., At,. Следовательно, с dx,, dx2, ..., Ах, можно по- 

ступать так же, как поступали ранее с дифференциалами незави- 
симых переменных. Поэтому формулы для дифференциалов по- 
рядка выше первого сложной функции и будут иметь тот же вид, 

как и в случае, когда xX), х., ..., X, являются независимыми 

переменными. 
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Таким образом, в случае, когда промежуточные аргументы 

Хх, Х2, ..., Хи ЯВЛЯЮТСЯ ЛИНейными функциями от 4, f, ..., fh, 

чтобы получить дифференциалы сложной функции и, можно 

сначала вычислить эти дифференциалы, считая ху, Xz, ..., X, 

независимыми переменными, а затем вместо X,, Xz, ..., X, MOA- 

ставить их выражения через 1, №, ..., fp. 

$9. Примеры и задачи 

Пример 1. Найти fy (x, 1), если f(x,y) =x +(y—1)arcsin f= ; 

Решение. Имеем 

f2(x, 1) = Jim, I(x + Ax, 1) - f(x, 1) _ = lim X+AX=X | 

Ax ~ Ax30 Ах 

Пример 2. Найти /1(0,0) и /,(0, 0) ‚ если f(x,y) = З/ху. Явля- 

ется ли эта функция дифференцируемой в точке О (0, 0)? 

Решение. Имеем 

А 0)= lim 2 (0+ Ax, 0) - f(0,0) _ |. ax-0- о_ 
Ах = АО 

16,0) = fim, AOO*SY— LU,” - im oy -0 _ 

ду АО 

Полное приращение Af заданной функции в точке О (0,0) будет 

таким: 

Af = 1 (0+ Ах, 0+ Ay) - f(0, 0) = 3/AxAy — 0 = Улхду 

Мы знаем, что функция f(x,y) будет дифференцируемой в точке 

О (0,0), если АХ(0, 0) представимо в виде 

АХ (О, 0) = А-Ах+ В-Ау+о(р), 

где Аи В— постоянные числа. 

В нашем примере линейная относительно Ах и Ay часть 

приращения функции отсутствует (A-Ax+ B-Ay=0). Для диф- 

ференцируемости функции f(x,y) в точке О (0,0) необходимо, 

чтобы было 
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ЗАХАУ =o(p) <> И a : =0 
pom W(Ax)* + (Ay) 

AxAy 
J ; =. Возьмем последователь- 

(дх)- + (Ду) 
Положим (Ax, Ay) = 

ность точек (Мат М . Ясно, что 
КЕМ 

М «(. ae oe О (0, 0). Соответствующая последовательность 

значений функции 

С | УИ | [к о 
(Dae [ep Baka k30 

Это означает, что функция ~ (Ax, Ay) при p— 0 не является бес- 

конечно малой. 

Вывод. Данная функция f(x,y) не является дифференцируе- 

мой в точке О (0,0). 

Пример 3. Является ли дифференцируемой в точке О (0,0) 

функция f(x,y) = 3x? + y? 2 
Решение. Полное приращение Af заданной функции в точке 

О (0,0) будет таким: 

Af (0,0) = (0 + Ax)? + (0+ Ay)? —0 = ¥(Ax)? + (Ay)?. 

Представим Af(0,0) в виде: Af(0,0) = Ax + Ay + (Yan? + (Ду)? - 

- ax- Ay). Функция f(x,y) будет дифференцируемой в точке 

О (0,0), если Af(0,0) = A-Ax+ B- Ay +o(p), где ди В — постоян- 

ные числа, о(р) — бесконечно малая более высокого порядка по 

сравнению с P при p> 0.



Положим 

ф(Ах, Ay) = HAx)> + (Ay)? -Ax- Ay. 

Тогда Af (0,0) = Ax + Ay + 9 (Ax, Ay) (здесь А =1, B=1). Длядиф- 

ференцируемости функции f(x,y) в точке O(0,0) необходимо, 

чтобы было 

Ф(Ах, Ау) =0(p) <> lim —24XAY) 0, 
20 Tax)? + (Ay)? 

Пусть 

Ф(Ах, ду) _ _ Y(Ax) + (ДУ? -Ах- ду 
(Ax)? + (Ay)? (Ax)? + (Ay)? 

= w(Ax, Ay). 

обозначение 

Возьмем  последовательность точек {M, (Ax, ду) = 

1 | 1 | 
=| «($ г Ясно, что м, + —— - О (0,0). Соответ 

ствующая последовательность значений функции 

—- 

Мск — . 2 

tz JkeN 

но малой при К >, 

Вывод. Заданная функция f(x,y) не является дифференциру- 

|
b
 

> oe не является бесконеч- 

/2 КЕМ 

емой в точке О (0,0). 

Пример 4. Исследовать на дифференцируемость в точке О (0,0) 

функцию 

Г(х,у)=3е х'+у ‚ если x7+y*>0; 
0, вточке O(0,0). 

Решение. Полное приращение Af заданной функции в точке 
О (0,0) будет таким: 
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1 1 

Af (0,0) = f(0 + Ax, 0+ ду) - /(0,0) =e (2° *4" 0 =е о’ 
Имеем 

| 
ее (Ax)? + er 1 =f 

ny amen = Li 
20 Wax)? + (ayy? 979 P [t—>+o, если p—+0| 

. _12 . f . 
= lim te" = lim —-= lim — 

Следовательно, Af(0, 0) можно записать в виде 

АГ (0, 0) =0-Ax+0-Ay+o(p) (здесь А=0, В=0). 

Вывод. Заданная функция f(x,y) дифференцируема в точке 

О (0,0). 

< 

Пример 5. Пусть и -(2] . Найти uy, uy, uz. 

1 г (=) _ „1 
Решение. их =—- OS ==-|—] 5 uy =X? yp?) =х*(-ду°"' = 

x ы x < xX 
--£(2) , и. -(2] In—. 

Y\Y у у 

У 

Пример 6. Пусть и=х<. Найти и», Uy, U2. 

y y 
=] a=: и | 

Решение. ul = хе =2+.-, uy =x*-—Inx=—Inx; 
< gx 

z у] м и, =х* -Inx-|---|=-—Inx г 2 2 
< < 

Пример 7. и = ху. Найти и’, uy, uy. 

, 2 Uyt-l у* у < , У &-1 Решение. и’ = y* -x =—x" =y*—; и, =х’ Inx-zy*t = 

= "их; 

и =x” -Inx-y? Iny =uy*-Inx-Iny. 



х2 — у2 

Пример 8. Пусть f(x,y) =‹ ху 52 + у? ’ 

0, в точке O(0,0). 

если x? +y" +0 
> Показать, 

что fx, (0,0) # f5,(0, 0). 

Решение. В точках, где x? + y? #0, имеем 

[ху й 4х2 у? , xray? ху? 
= . =x — , 

* [5 | fy Geese | 

В точке O(0,0) производные f£7(0,0) и f,(0,0) находим по опре- 

делению: 

f(0+Ax, 0) - /(0,0) _ 
1. (0,0) = Jim, Ах 

2 
ия" о 

= lim (0+ Ax)" +0 = lim —=0; 
Ах->0 Ах Ах>0 AX 

, _ ae, Л (0, 0+ Ay) — f(0,0) _ F500.0 = jim, POSSI = 
2 orgy) 0 

= lim +(0+AY)" _ tim © <0. 
Ay—0 Ay ду>0 Ay 

Итак, получили: 

(2 2 2.2 
x"-y 4x“y 2.24 п. 

, + ‚ если x“ +y* #0; 

пед Я, К 
0, в точке O(0,0); 

(22 2.2 
x“- 4x 2, 2n. 

gene re Яя если X +y + 0; 

| 0, в точке O(0,0). 

Имеем теперь: 

£:(0,0 + Ay) - £2(0,0) _ Ay ay)? __ 
Ay 47-0 Ay (Ay)? ю (0, = jim,



'(О+дАх,0) - £7(0,0 2 
(0,0) = tim АО ри AX) | 

Ax-0 Ax 4x0 Ax (Ax) 

Видим, что Sx, (0,0) = f,(0,0). 

Пример 9. Существует ли fx, (0,0), если 

2ху 2 2 ———;, если х’+у’>0; 
Ле, у) = 4x? + y’ 9 

0, вточке O(0,0) 

Решение. В точках, me х?+у’>0, имеем Х/(х,у)= 

2 2 
=2у a3 oe . 1.(0,0) находим по определению: 

x ту 

££(0,0) = tim LO*4% 0 -70,0) jig 204490. То 
Ax 0 Ax Ax>0(0+Ax)* +0 Ax 

Итак, получили 

x > — 

, 2у = 3) 
0, в точке O(0,0). 

прн x? + у? > 0; 

Имеем теперь 
2 

£500,089) £:0.0 20+ 49); Oca ” (0,0) = lim у = lim 
Дду> Ay Ay—0 Ay 

on 7 MAY)? _ 
— Ay0 (Ay)? 

Видим, что конечного предела He существует. Следовательно, 

1. (0,0) не существует. 

Пример 10. Найти 4Г(1, 1,1) и 4? Г(1, 1,1) ‚если Л(х,у,<) = iz. 

Решение. Имеем df (x,y,z) = Л, dx + fy dy + Л, dz. Но 

fr aloe etfs)" Лоу). 
* y XZ > 



| | И 
-—-| ра 

fie-tey <x --4(2) -_ 0,9). 

< ye У у 
I/z 

п=(= (-4) mn --22 22 ne, 

у < y z y 
Следовательно, 

df (x,y,z) = LOW) hina] > df(l,1,l)=de—dy. 

Имеем, далее, 

4? f (x,y,z) = d(df(x,y,2)) = 1“ ~_Y 1x = ae) df (x,y,z) - 
x у < у 

- f(x, [= Ты + 
x У < У 

£0692) (0? dy? (dey? | x de Е _ ») _ 
< ху? 2 у ах У 

> 41,1, 1) = (dx - dy)? - dz (dx - dy) - 

- (dx)? + (dy)? - dzdx + dzdy = 2 (dy — dx) (dy + dz). 

Пример 11. Предполагая, что x, у малы по абсолютной величи- 
не, вывести приближенные формулы для следующих выражений: 

а) (1+х)”"(1+ у)"; 6) ш(+х). ш+уУ); в) ат 

Решение. Замечаем, что каждая из данных трех функций: 

и = Л(х, у) = 1+х)"(+у)", и= ЛЬ (х,у) = шИ+х). ш+у), 

и = Лз(х,у) = arctg - - 7 

удовлетворяет условиям “5” вточке Мо(0,0). Поэтому для каждой из 

этих трех функций справедлива формула для полного приращения: 

Au = и(х,у) -и (0,0) = и’ -х+и, -у+о(р), 

где о(р) — бесконечно малая более высокого порядка по сравнению 

с Р при р 0. (Здесь p = yx? +у?.) Отбрасывая величину о (р) 

и перенеся и (0,0) в правую часть, получаем приближенное равенство: 
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u(x, у) = и(0,0)+и,(0,0).х+и,(0,0).у. 

Для заданных функций будем иметь: 

а) (1+х)”"(1+ у)" =1+тх+лу. 

6) Используя формулу для прирашения функции одной пере- 
менной 

Аи(х) =u’-Ax+a-Ax, где «> 0 при Ах ->0, 

находим следующие приближенные равенства: 

ш (1+х)=х In(l+y)#=y. 

Следовательно, ш (1+х). ш(1+у) =х:у. 

в) arctg т =х+у. 

Пример 12. Заменяя приращение функции дифференциалом, 

1.03? 

0.98. 41.053 
Решение. Введем в рассмотрение функцию u = f(x,y,Z) = 

вычислить приближенно 

. Найдем dfi(l1,1,1), положив Ах = 0.03, Ay =-0.02, 

Az = 0.05. Имеем 

2х 
Г.А, 1, 1) = | =2; 

Wwe? (+) (1, 1,1) 

Г, =- пуха 
Many 3’ 

(®) (1,1, 1) 

, 1 - _ ] 
Г.А, |, =-д= 5/4 х2 у 3 4° 

Следовательно, 4/(1, 1, 1) =2-0.03 + Е . 0.02 — 7 . 0.05 = 0.054. Атогда 

F (1.03, 0.98, 1.05) = ХС, 1, 1) +а ХА, 1, 1) =1+ 0.054 = 1.054. 
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Пример 13. Заменяя приращение функции дифференциалом, 

вычислить приближенно 0.97! . 

Решение. Введем в рассмотрение функцию f(x,y) =x”. Име- 

ем /(1, 1) =1. Положим Ах = -0.03, Ay = 0.05. 

0.97155 = £(0.97; 1.05) = (1, 1) + 4,1. 

Найдем df(1,1) при Ах = -0.03, Ay = 0.05. Имеем 

Ли (х,у) =у:х = 1/09=6 Л/у=х.Шх = 

> /,(11=0. 

Поэтому @Х(1, 1) =-0.03. Следовательно, 

0.97' =1-0.03 => 0.9716? =0.97. 

2 2 2 2 
ди ди ди д^и 

Пример 14. Пусть Аш = (5%) (2) + (5% , Аи = 5+ 

+ 92и + ди Hai A A 1 
. Найти Аии и, если и= ay? az2 I 2 и 

Хх? + у? +5? 

Решение. Положим x? + у? +z? =r. Имеем 

«ВАА Ox oy OZ 

-(-4.*) _1 ary (1 ry 
г? ox г? oy г? az 

9 
Но 5" = ~ ==. “a2. or = 2 Поэтому 

Ox fx? + у2 +2? r’? oy rr’ oor 
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Но 

a°(Wr) _ а (l/r) 2 (-=)--5 3x? 
ax? ax ax } ox 7 

ay? ay ay J ayh в) вр’ 

9 (Ur) _ а (Vr) -2(-£)- 1 3? 
dz? 0Z\ 9 dz\ г? Por 

Следовательно, Au = +5? +y?4+27)= -2 +2 =0. 
r r 

Пример 15. Пусть u= f х^ . Найти частные производные 
у 

первого и второго порядков. 

Решение. Положим x =€, = n. Получим и = f(E,n). Имеем 

из = ЛЕТ + KEM Ne = KEW 1+ Ле. 

и = Е, п) Е + En), = fel -0+ Ле | - =}; 

Ux, = (uy), [пеллет = 

= SEEM + FEM +> KEM + En) = 

=> Предполагая, что fen (6.1) и Лё(&,П) непрерывны, а значит, 
равны, получаем 

и LA 2 и | LA 

Ихх = See (6,1) + FG Ty? пи (5, 1) ; 

их = (их), -( fe(§ п) + Fab п = лет - > - ел + 
у 

94



ЛЯ (Е, n(-2]--3 ~ iG =a a плит. 

, 

изу = (Us), [лет - 
у 

==. ет -- «ся у? n>? y? nn >? y? 

= AE, n+ У в (5,1). 

9д2и 09?и 9д?и 
+ , 

ox? ду’ = az? 
Пример 16. Найти Au = если и= Г(х+у+ 

+, х?+у? +52). 

Решение. Положим x+y+z=&, х?+у? +1? =n. Получим 

и = f(E,n). Имеем 

их = ИЕ (6,1) 5х +и1 (6,1) -пх = ИЕ (6, n) + 2x-u, (En), 

Ux, = (их) = (Е (En) + хин (6), = 

= из (6,1) + ие (Е, т) -2х + 21 (Е, т) + 2хии (Е, т) + хит (Е, 1) -2х = 

= ue (Е, т) + 4xuz, (Е, т) + 2и1 (Е, 1) + 4x°ur, (En). 

Совершенно аналогично находятся и», и и. . ry 

и», = ug (En) + 4yug, (E,n) + 2, (Е, п) +4у?и*, (En), 

и» = ug (Е, т) + 4zug, (Е, 1) + 2, (Е, т) + 4z7ur, (En). 
Таким образом, получаем 

Au = Зи (5,1) + 4(х+у+ z) ug, (5, п) + 

+4(х? + y? +z?) и", (Е, п) + 6ur(E,n), 

ИЛИ 

Ди = Зи (6,1) + 46 uz, (Е, n) + 4n ити (6,1) + би, (Е, т). 

95



Пример 17. Пусть и = ДЕ. >. Найти du и 4?и. 

у Решение. Положим У Е, —=1. Получим и = f(E,n) (&\ — 

промежуточные аргументы; х, у, Z — независимые переменные). 

Имеем du = их + и, ау + и; < ‚ где 

ищи om = MEM) -—; 

и = шт). +un(En)-n, = чет] eum; 

DP ag , , , _ , у 

И. = МЕ ‘5, +Ил “Ne — ит. 

Следовательно, 

du = 1. и (Gn) de +{ Gon 4-5 ее - un GM =z de = 

< 

, zdy-—yd: 
+ur(E,n) > -; 

, dx —xd 
= ие (т) = 2 

d*u = d(du) = (du)',dx + (аи), dy + (du), dz. 

, и | dx - , ” ] а — Имеем (diy, = (т --. LY a a уу. 

ня 6 (5, и а, ит 

(du): = ЕО “(- та ни - дм _



, dy, 2 
риа т + ua Eo) de. 

Y Ee~ XY) py _ XY EX XY) в 
Следовательно, d7*u = ИЕ <p у 

+иё (En) - cme a a =O) ay - 

_ Hedy = ye) gy _ y(y dx - ED ae 
у 27? y 22 

, dy-yd dy - + pn) | © = 2) gy LE у y dz) «|- 

“ще, о 2 ap 2 |- 

=> - ur (én we ду: _ 2y 22 (ae) | 

” zdy-ydz)? ие ny + ys 

+ ug (Е, т) Ох (ZY = Ve) _ 

, dx - d ; а - а — Qué (E,n) A= dy 2 (En) АЕ. 
у < 

Пример 18. Найти d"u, если и = f(ax + by +z). 

Решение. Положим & = ax + by +cz (& — промежуточный apry- 

мент, X, у; < — независимые переменные). Видим, что промежу- 

точный аргумент выражается через независимые переменные ли- 
нейно. В этом случае, как мы знаем, дифференциал любого 

порядка функции и = / (Е) обладает свойством инвариантности 

формы, т.е. записывается в том же виде, как если бы & была 
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независимой переменной. Итак, имеем d"u = Fem (5) + (4®)", где 

dé =adx + bdy+cdz, откуда d"u = fun ©) (a dx + bdy + edz)". 

Пример 19. Найти d"u, если и = f(E,n,6), где G=a,x+d y+ 

+с< , П=а›х+Бу+с.< , Сб =азх+Ву+ с3<. 

Решение. Здесь &, n, 6 — промежуточные аргументы; Хх, у, < — 
независимые переменные. Видим, что промежуточные аргументы 
выражаются через независимые переменные линейно. Следова- 

тельно, d"u(E,n,6) обладает свойством инвариантности формы, 

т.е. выражается через промежуточные аргументы &, п, 6 так же, 

как если бы &,1, G были независимыми переменными. 

Итак, имеем 

d"u(6,n,6) = [2 «+ Я (6,0), 
96 9% 

me d&=a,dx+bdy+c dz, dn=a,dx+b,dy+c,dz, ас =азах+ 

+ b,dy + c,dz. Таким образом, получаем 

d"ul, 1,6) = (ava + р dy + ede) 5 + (а›ах + b,dy + ent) = + 

+ (аз4х + Вау + c3dz) = -£(E,n, 5) = as [ai 2 Е + а) т + а = 

+ dy( oo о +65 — о 2+ = о arte, = 2] ЛЕ, т,б). — +6 +C 
9 Fan 7° a ag * at 

Пример 20. Доказать, что если функция и =и(х,у) удовлетво- 

ди д?и 
ряет уравнению Лапласа >. + 5-2 =0, то функция 

x у 

х 
у=и| ———, —> od 5 | также удовлетворяет уравнению Лапласа 

x+y" xe +y 

9д?у 9д2у 

ax? ду’ 



» Решение. Положим &= — 5, Te — >. Гогда 
x°+y x" +y 

у = u(E,n). Имеем 

ду _ ди 96 ди дп. ду _ди 96 ди on 

ax. Е ox On ox’ у o& dy on ay? 

(Е 9?и 0Е on 
oe? ax? _ ox ЕО" “ax ах 

onde ax ax an? 

‚_9?и. 92и ae an, 9?и «(= ди 9?Е ди d2n 

9& ax? on dx?’ 

Can и (%) +2 au 26 ЭП, би a on 
ab? 

© ems © ces „фь eee © oe © ee + 

ду? d50n ду ду ano& ду ду 

au u(y + ди 9?Е ди azn 
One a ay? an ду? 

Следовательно, 

ay atv aul(ae) (ae) Е am a an 
ax? ay? ae (8) (2) о ax oy” м 

au any (2) ди (aE ae an 921) , 
ae lay) |" Е la” ay "Эт ax? ay? © 

Имеем, далее, 

95 _ y* =x? 95 __ 2ху = (3) + — 

дх (x? +y*)? 4 oy (x? +y*)? 

076 _ 2х” -3y*) 978 _ 2х3’ -х) _ 98 OE _ 
’ — + — 0; ax? (x? +y’y ду? (x? +у2)3 ax? ду? 

91 -__ 2% on — xt -y" > (20) (2) - т ox (x? +y*)? ? oy (x? +у2)? ox oy x? +y? ’



д°п _ 2y(3x* - y*) 971 _ 2707 - 3x”) > д? п. 9°1 _0. 
дх? о > 9?  (х2+у2) ax? ду? ’ 

a an, a т _ У-х wy) СЖ У 
9х. ox ду oy oa +у?)* (<? +2)? (x? +у?)* (x? +у2)* 

Но тогда соотношение (*) принимает вид 

9. 9?у 92и ди 92у д7у 
7+ | ета! > + =0, 

ax? ду? х?+у? |0? т дх ду 

2 2 
ибо о > + 9 и > = 0. 4 

95° on 

Пример 21. Упростить выражение seox <4 5есу. =. если 

х =зту+ /стх-зту), 

где /— дифференцируемая функция. 

Решение. Положим &=зтх-зту. Тогда z=siny+ /((). 

Имеем 

9 rey 9 , 5 = feb) -S = Л®- со: 

95 _ cosy + fZ(&)- о = с05у- fz(§)-cosy. 
ду 

А тогда 

secx А +5есу. 2 =. fre) cosx + -cosy(1- Л) = 
дх ду созх > cosy 5 

Пример 22. Показать, что функция Z =x" f (>. где f— про- 
х 

извольная дифференцируемая функция, удовлетворяет уравне- 

OZ 9: 
HHIO —. 2 —=Н XxX x +Zy ay 

Решение. Положим & = -.. . Тогда г =х"/(&). Имеем 
х 

oz 95 = nyt у9+»л®(-2 2y 4); 5: Sa "KO 
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Следовательно, 

x 42,58 Oz _ ax” dy = nx" fe) - 2 rx" KEG) + x" 12 (Е) = nx" Г (Е) = nz. 

Пример 23. Показать, что функция  =у: f(x? —y’), где f— 

произвольная дифференцируемая функция, удовлетворяет урав- 
нению 

Решение. Положим € = x? -у?. Тогда z=y- f(E). Имеем 

д 9 , <= y- Л®-2х, 5 Oty KO-C2y). 

Следовательно, 

у’ < + y= = 2ху? 1Е(Е) + xvf (E) — 2xy? fe(E) = ХУ (E) = xz. 

Пример 24. Упростить выражение ди ‚ди, ди ou ‚ если 
ox oy az’ 

x4 x3 

и=15-0+9+5 | eye + f(y— —х, 2-х). 

Решение. Положим & =у-х, п=&-х. Тогда 

x4 x? 

== -2y+o+5 x*yz+ f(E, т). 

Имеем 

ХХ наче - ЛЕ (т) — Ли (Е, т); 

ди’ 3 2 , р) 3 x? , 

Senet tt KE 5. =- 4+ KEM; 
oy 6 9 6 

ди ou, ди ди 4, ou ди 2 

ox oy az =. 
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Пример 25. Пусть x? =vw, у? =им, 22 =иу и f(x,y,2Z)= 

= F(u,v,w). Доказать, что Xfy + УЛ, + &Л; =иР, + УР, + wk. 

Решение. По условию, х= (ум), у=(ии)№, z= (uy)? . 

F(u,v,w) = Лун), (ин)! (и). Имеем 

Га Га Ww 4 у = 0+ f, . Kum) + f° Xun)? : 

, и 
~ Ie: 2(v mY + fy -0 +f; | 2(иу)!? ’ 

Ее. +/:.0 2(vw)'/? у 2(и mY 

Умножая первое из этих равенств на и, второе на у, третье Ha WH 
складывая получаемые результаты, находим 

и 1/2 ” 1/2 + г ony wy 

+Л uF, + УР, +\ЁЕь = fy + fy 

1/2 we /2 a 
+ fi + fy ww)!" + fy (ин) + Г! (ий = 

= ХЛ; thy +2Л.. 

Пример 26. Предполагая, что произвольная функция Ф диф- 

ференцируемая, проверить равенство x? 2% — xy 22 
xX 

~ xy —+y* =0, если 
oy 

2 
7 

2 

Решение. Положим € =ху. Тогда < = = +ф (5). Имеем 

az__ ty у . 95_2 у , 

дх 3 55) 7” y 3 х + 95 (5) * 

Следовательно, 

х2 2% OZ 2 tia a yey 242 2 2 _ 
эх у +у? = ЗУ +X УФЕ (5) 3 ху ФЕ (В) + у" =0. 
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Пример 27. Предполагая, что произвольная функция Ф диф- 

ди ди ди 
ференцируемая, проверить равенство х— 5х + му ay + Bz az =U, 

если и= xo, =). 
хх 

=a 
хи 

9 n- nl» , эк = их (Е, п) +x МЫ }| 

Решение. Положим & = ,n= >. Тогда и = х"ф (&,1). Имеем 
х 

ди п, Г. ou 
ду =X oz (§, т) x” ) 9: =X "Oy (Es р 

Следовательно, 

x + ay +B2 St = их (6, п) — ary" “pt (E, n) — Bax” Pp’ (ЕП) + 

+ ox" “ФЕ (Е, т) + Bex” Po (Е, п) = их"Ф(Е,т) = пи. 

Пример 28. Предполагая, что произвольные функции фи VY 

9? и 2 92 и 
дважды дифференцируемы, проверить равенство ру =а x? , 

x 

если U=O(X—at)+w(x+tatr). 

Решение. Положим € =x-at, n= x+art.Torga u=(E)+ y(n). 

Имеем 

ди д?и ауд а; <= of Ga? + уда? at 912 

ди , , 9?и ” эх = PEGDA, 52 =9=()+Уж. 

92 и и и 9? и и Следовательно, 52 = а? lof (€) + У: (n)] и а? 52 = а? |, (2) + 

a? д? 
+ Wy : (1). Видим, что <7 =a’ or 
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Пример 29. Предполагая, что произвольные функции Фф 

и у — дважды дифференцируемы, проверить равенство 

Решение. Положим & = 7. Тогда и = ф (Е) + му(Е). Имеем 
х 

99 [- 2+9 += (-2 

= OL + MO 9+; 

; 
2 

<< =o 2. 422 % 96) + 8(-2. + ve (+= 

2 

- 525 +25 ФЕ (Е +, Os; 

9?и 2* = e@(-4)-no5+nOL-vpo5-tno - 

- 9 @(-2 2, - © 5-9; =F 

aru 

ay? sz = ФЕ? (©) — 3 У. 

Следовательно, 

и ди о 52, ОА ©” 
ox? ^7 Эхэу ду? 5 а x 

2 2 2 2 

- 202 92-240 2+0 += 

Пример 30. Предполагая, что произвольные функции ® и 

у — дважды дифференцируемы, проверить равенство 

— =. если и= X + 

Эх axdy ax ox? Ф[х +407]. 
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Решение. Положим € =х+\(у) . Тогда и = ф(&). Имеем 

3 Oa 5 = 9: ©; Sy 7 9) Wy 0) 

и ou 
9х2 = ФЕ (5); дхду = ФЕ? (5). yy (y). 

Следовательно, 

ди д? Ou 
ox `дхду Fay = Фе? (5). pz (5). wy), ди 92и ди 92и 

ди Э?и эх Эду Oy ax?” 
Dy ae? PES) OE) Vy) 

Пример 31. Путем последовательного дифференцирования ис- 

ключить произвольную функцию Ф из соотношения Z=X+ (ху). 

Решение. Положим &=ху. Тогда z=x+o(€&). Имеем 

1+9, = 
соотношений Ha X, а второе — на (-у) ‚ а затем сложив получен- 

ные результаты, находим: 

= $: (&)-х. Умножив первое из этих двух 

Пример 32. Путем последовательного дифференцирования 

исключить произвольную функцию Ф из соотношения 

z= (yx? +7? ). 
Решение. Положим :- yx? +y? . Тогда z= @(E). Имеем 

oz dZ y @——; и = эх 86 ел ду EG Ey? 

oz, xy. oz, 
=> У5 = ФЕ ©) ay? 5 Ху = 955) У , 

Следовательно, yen х 92 yi %ug, 
ox oy дх ду 
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Пример 33. Путем последовательного дифференцирования ис- 

Xx 
ключить произвольную фун кцию Ф из соотношения и = 0. > 

у < 

Решение. Положим & = у , n= > . Тогда и =Ф(Ё, п). Имеем 

du, 1. ou , т. 
эх GMT: ay = ФЕ, 0(- охот: 

du, У. 
Oz | +), 

откуда 

хи Е; yeaa Ensen; = ax у’? ду 5 т 1” 

Следовательно, 

9 ду 9 

Пример 34. Путем последовательного дифференцирования 

исключить произвольные функции Ф и YW из соотношения 

Z=(x)- p(y). 

OZ 
Решение. Имеем ^^ = 9%,(x)- yy); эу = =Ф(х)- у, (9); ax 

az „22 
эхау Px) vO) < ay Sap = Px OX) Wy) - (x) WY); 

az a _, 
Se pp =9;9-50)-909-40). 

9*2 _ 95 4 
Следовательно, < aay =5х By 

Пример 35. Путем последовательного дифференцирования ис- 

ключить произвольные функции Ф и \ из соотношения 

===) 
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Решение. Положим у =6. Тогда г =хф (Е) + yw(E). Имеем 

3 vey | =< = 9 (8) + oR) +y veO—=9@+ = 960) +: (©; 

д 2, 5,229 © (- =) У +у ve- *) = V@)- SVE) - т; 

откуда 

2 2 

к 2+ чхА®: уЕ-УУ®-^-9-ХУ®. 
ox oy 

Следовательно, 

д 04 _ OZ, OZ _ 
Хх +3, = OO +У% 2 ХУ, ==.



Глава 3 

ТЕОРИЯ НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ. 
ЗАВИСИМОСТЬ И НЕЗАВИСИМОСТЬ ФУНКЦИЙ 

В математике и ее приложениях часто приходится иметь дело 
со следующими случаями: 

1) Переменная у, являющаяся по смыслу задачи функцией 
переменных X,, хо, ..., х„, определяется соотношением вида 

Ро, х,....х,,У)=0. (1) 

2) Переменные у, Yo, ..., Уи, являющиеся по смыслу задачи 
функциями переменных ху, хо, ..., х„ , определяются системой вида 

В (Xp 5X25 ... Хи, У, Уз»... ,Ут) = 0, 

Fy (ху, хо, ... Хи, У, У2, ..., Ут) = 0, 

(2) 

| Ет (Хх, Хо, ..- › Xs У» Уз, ++ > Ут) = 0. 

При этом возникают следующие вопросы: 
1) При каких условиях уравнение (1) однозначно разрешимо 

относительно переменной у (т.е. при каких условиях уравнение 
(1) определяет у как функцию аргументов ху, хо, ..., X,) и при 
каких условиях эта функция будет непрерывной, дифференциру- 
емой ит. д.? 

2) При каких условиях система уравнений (2) однозначно 
разрешима относительно переменных у, Yo, ..., Ум (Т.е. опреде- 
ляет у, Yo ..., Уи как функции аргументов хи, X>, ..., X,) и 
при каких условиях эти функции будут непрерывными, диффе- 
ренцируемыми ит. д.? 
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$1. Теоремы существования неявных функций 

Теорема 1 (06 однозначной разрешимости уравнения вида 

F(x, у) =0). Пусть: 

1) Функция F(x, у) определена и непрерывна в прямоугольнике 

_ Xp -ASXSX, +A, 

ив 

и имеет там непрерывные частные производные Р,(х,у), Ё,(х,У); 

2) (хо, Ус) = 9; 

3) Е, (хо, У) = 0. 

Тогда существуют числа аи р (0<а<А, 0<Ь<В), такие, что: 

о) Каждому x из промежутка [ху -а, хо +a] отвечает одно и 

только одно значение у из промежутка [уу — 5, yo +6] так, что 

F(x, у) =0 (т. е. y=f (x), x Е [ху —а, Xp +a], причем 

F(x, f(x)) =0, x €[x9 —а, хо +а]); 

В) Л(хо) = Yo; 

у) F(x) € С(х а, хо +а]) (Т.е. f(x) непрерывна в проме- 

жутке [Xp —а, хо +а]); 

5) В каждой точке промежутка [ху —а, ху + a] существует про- 

изводная f(x), причем f’(x) е С(хо —а, хо +а]). 

» По условию Р,(х,У) #0. Пусть, для определенности, 

Р,(хо,Уо) >0.У нас F,(x,y) — непрерывна в (Р) > Fy(x,y) — 

непрерывна в точке (Xp, yo). Следовательно, по теореме о ста- 

бильности знака, существуют числа A’ HO(0< A’SA,0<55 8B) 

такие, что будет: Fy (x,y) > 0 в прямоугольнике 

(P’ = Xp — 4 < х<х+/А,, 

7-65 у< у + Ё. 

Отметим, что в случае надобности число b можно уменьшить. 
Тогда размеры прямоугольника (P’) уменьшатся, но свойство, 
что в этом прямоугольнике Р,(х, у) > 0, сохранится. 
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Возьмем любое х из промежутка [ху — A’, ху + A’] и закрепим. 

Обозначим его через Х. Рассмотрим функцию Р(х,у). Это есть 
функция одного аргумента у, определенная и непрерывная в 

промежутке [уз — b, yo +6]. Tak как Fy(x,y)>0 в каждой точке 

прямоугольника (P’), то, в частности, Ё,(х, у) > 0 для любого у 

из промежутка [уу — 5, уу +6]. Из этого следует, что функция 

F(X,y) строго возрастает в промежутке [уу - 6, Yo +6]. В частно- 

CTH, это так при Х=ху. Значит, функция Р(х,у) — строго 

возрастающая в промежутке [уу — 6, Yo +6]. Но при у = уу значе- 

ние этой функции равно нулю (ибо, по условию, Р(ху, У) =0). 

Следовательно, Р(ху, Yo —-65)<0, а Р(ху, Yo + 5) > 0. 

Рассмотрим функцию F(x, yp — 5), хЕ[ху — A’, ху + A’]. Это 

есть функция одного переменного x. Она определена и непрерыв- 

на в промежутке [ху — A’, ху + A’). В частности, она непрерывна 

при х = хо. Так как Р(ху,Уу — 5) < 0, то по теореме о стабильно- 

сти знака существует число a’ (0<а’< А’), такое, что 

Е(х, у, -5) <0 для любого x из промежутка [хо -—а’, хо +а']. 

(Отметим, что число а’ зависит от выбора числа 6.) 

Рассмотрим теперь функцию F(x, yo +5), хе[ху — A’, XQ + A’). 

Она, как функция одного аргумента х, определена и непрерывна в 
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промежутке [ху - A’, ху + A’]. В частности, непрерывна при х = ху. 

Так как Р(х, У +5)>0, то, по теореме о стабильности знака, 

существует число a” (0<а” <A’) такое, что Е(х,уу+5)>0 для 

любого x из промежутка [ху — a”, ху +а”]. (Отметим, что число а” 

зависит от выбора числа 6.) 

Положим а = min {а’,а”}. (Ясно, что а зависит от 5). Тогда 

для каждого х из промежутка [ху —а, ху +a] будем иметь одно- 

временно: Р(х, уу — 5b) <0, Р(х, уу +5) >0. Покажем теперь, что 

найденные числа аи р — требуемые. 

о) Возьмем любое x в промежутке [ху — a, ху + a] и закрепим. 

Обозначим его через Х. Рассмотрим функцию Р(Х,у), 

УЕ [Уу - 5, У, +6]. Это есть функция одной переменной у, опре- 

деленная и непрерывная в промежутке [уу — 6, уу +6] и такая, что 

Е(Х, У, -5)<0; Е, у +5)>0. Но тогда, по теореме Коши, 

в промежутке [уу — 5, уу +6] обязательно найдется хотя бы одна 
~~?! 

точка У такая, что Р(х,Уу)=0. В силу строгой монотонности 
ай 

функции F(X,y) такая точка у в промежутке [уу -65, yo + 5] 

будет единственной. 

Итак, взяв любое х из промежутка [Xp —а, ху + a], мы показа- 

ли, что ему в промежутке [уу — 6, Yo +65] отвечает одно и только 

одно значение у такое, что Р(х,у)=0. 

Следовательно, у = f(x), х ®[х —а, Xp +a], причем Ех, f(x)) =0, 

x Е [ху -а, ху +a]. Таким образом, пункт о) доказан. 

В) Если в качестве Х взять точку ху, то придем к выводу, что 

в промежутке [уу — 0, Yo +6] имеется одно и только одно значе- 

ние у такое, что Р(хо,У) =0. Hoy нас, по условию, Р(ху, yo) =0. 

Значит, тем единственным У в [Yo — 5, yo +6] будет как раз Yo. 

Таким образом, получили (x9) = Yo и, следовательно, доказан 

пункт В). 
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у) Убедимся, что функция f(x) непрерывна в промежутке 

[хо -а, х +a]. Возьмем любое x из [ху — a, ху +a] и закрепим. 

Обозначим его через х, . Пусть x — любое другое из [ху — a, Xp +а]. 

Ясно, что f(x,) [Уз — В, У +b] и f(x) Е уу — В, У, +b]. А тогда 

х-х.| < 2a и [f(x)- Л(х.) < 26. 

Мы отмечали, что число р можно произвольным образом умень- 

шать; значит, можно взять р > 0 илюбым сколь угодно малым. Было 

отмечено также, что число а зависит от выбора р. Получили, таким 

образом: любому €=25>0 отвечает 6 =2а>0, такое, что как 

только [х-х.| < 6, так сейчас же [f(x) — f(x,)| < =. А это означает, 

что f(x) непрерывна в точке X,. Так как точка x, — любая из 

промежутка [ху — 4, хо +a], то f(x) е С(ху —а, хо + а). Следова- 

тельно, пункт Y¥) доказан. 

5) Докажем пункт 56). Берем любое x из промежутка 

[хо — a, хо + a] и закрепляем его. Дадим этому x приращение Ах — 

любое, но такое, что Ax#0 и точка х+Ахе[ху —а, хо +a]. 

Тогда 

f(x) = у в [У - 6, у +6], Л(х+Ах) = у+ду в [У - В, у +Ё, 

причем Р(х, у) =0 и F(x+Ax, y+ Ay) = 0 и, следовательно, 

F(x + Ax, y + Ay) — F(x, у) =0. 

Если клевой части полученного равенства применить формулу для 
полного приращения функции, то это равенство примет вид: 

Е; (х, y)Ax + Е,(х,У)Ду + одх + Вду =0, где o,B—— 0. (1) 

У нас f(x) eC([xp —а, x9 +а]). А тогда Ay 0, если Ax 0. 

Значит, р = (Ах)? + (Ay)? +0, если Ах >0, и, следовательно, 

о,В 0, если Ах >0. 

Из соотношения (1) находим 

Ду _ _ Ри(х, у) +а 
Ах Ру (x,y) +В 
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Ay , — Fx) 
Ах Ах->0 Fy (x,y) | 

Отсюда видно, что Значит, существует 

у’ = f(x), причем 

Е! (х, f(x) 
Fy (x, f(x)) 

f(x) =- (2) 

Заметим, что Fy (x, f(x)) и Fy (x, f(x)) — непрерывны в промежут- 

ке [хо -а, хо + a] как суперпозиции непрерывных функций и что 

Fy (x, f(x)) #0 для x €[x9 -а, Хо +a]. А тогда из (2) следует, что 

Г’(х) непрерывнав [ху — a, ху + а] как отношение двух непрерыв- 

ных функций со знаменателем, не обращающимся в нуль. Пункт 

5), следовательно, доказан. q 

Замечание. Если к условиям теоремы 1 добавить требование 
существования и непрерывности частных производных второго по- 

рядка Fy(x,y), Ру(х, у), Fy (x,y), то можно гарантировать суще- 

ствование и непрерывность Г”(х) в промежутке [ху —а, хо +a]. 

Действительно, у правой части равенства (2) в промежутке 

[хо — 4, хо + a] существует производная, вычисляемая по формуле 

Е) + (Г) [Е.Г] - 
[Fy(x, 6] 

- [22,769]. [Fe SQ) + Fo Л) 6] 
Эта формула дает выражение для Г”(х) и одновременно показы- 

вает непрерывность f”(x) в [хо -а, ху +a]. 

Аналогично показывается, что существование в (Р) у функ- 

ции Р(х,у) непрерывных частных производных третьего порядка 

обеспечивает существование и непрерывность в [ху — a, хо + a] 

f(x) ит. д. 

Теорема 1 (00 однозначной разрешимости уравнения 

F(X] хо, .... хи, У) =O). 

Пусть: 1) Функция F(x,,X2,...,X,,¥) определена и непрерыв- 

на в параллелепипеде 
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г 

X19 — Ay SX) < Ху +1, 

P — ® ® ® ® e 

(Р) =: Хто — An <х, SXqqQ + Ans 

yo -Bsysyot+B 

иимееттам непрерывные частные производные fy, Fy, ..., Fy, Fy; 

2) Е(жо, Хо, «++» X70» Хо) =0; 

3) Е, (хо, Хоо, «++» Xn0 Yo) #0. 

Тогда существуют числа а1, 22, ..., а,, В (0<а <А,0<а) < 4., 

‚ 0<a, <А,, 0<b<B), такие, что: 

о) Каждой точке (х|,хо,..., х„) из параллелепипеда 

_ Хо -а SX, S Ху +а,, 

(A) = <. 

Xn0 — Qn <х, < Хо + Ap 

отвечает OHO итолько одно значениеуиз промежутка [Yq — 5, уз + 5] 

так, что Р(х,хо,..., Хи, У) =0 (т.е. y = Л(хр,хо,..., х„), причем 

Е(хи, хо, 006 Хи; SF (X15 X25 ...,Хи)) = 0 

в параллелепипеде (A) ). 

B) Л(хю, хо, +--+ › Хо) = Yo- 

У) f (1,2, ..., %_) в С((А)). 

5) В каждой точке (x,,X2,...,X,) е (А) существуют непрерыв- 

ные Ух, /Лх,› ++» /х,, причем 

rd rd rd 

fi; — _ Fy, Г: — _ Ех, Г —__ Ех. 

хм “ . ) xX, ~ »? very Хх, — De 

Fy Fy Fy 

(Принимаем без доказательства; OHO аналогично доказательству 

теоремы 1.) 
Теорема 2 (00 однозначной разрешимости системы 

а = 0, 
G(x, y,z) =0)- 

114



Пусть: 1) Функции Р(х,у,<) и С(х,у,) определены и непре- 

рывны в параллелепипеде 

[Xp -Азх<х+А, 

(Р) =3у -В<у<у + В, 
| < -CSZS%+tC 

и имеют там непрерывные частные производные Fy, Fy, Fr, Gy, 

Gy, Gz; 

2) Е(хо,Уо› 20) =9 и G(X, ¥o,2%) = 95 

Fe Е’ 
3) (хо, Уо› о) = Ge ы 20. 

у <1(®) (хо›Уо» о) 

Тогда существуют числа a, В, с (0<asA,0<b<B, 0<с<С) 

такие, что: 

a) Каждому х из промежутка [ху -а, хо +a] отвечает одна 

Yo-bSyS yt, 
и только одна точка из прямоугольника 

(у, 5) р y но 

F 9%) = 0, 
такая, что Vo 6 (т.е. y= (x), 2= W(X), хе -а, х +4], 

причем 

F(x, (x), w(x) = 0, 

и = 0, хе [ху —а, хо +a]. 

В) Ф(%) = У, W(X) = 5. 

у) Ф(х) = С(ж -а, хо +а]), w(x) е С(хо - a, хо +а]). 

5) В каждой точке хе[ху —а, хо +a] существуют непрерыв- 

ные ф’(х); у’(х). 
р’ F’ 

» По условию J(xX9, Yo, 20) = Gr ° #0. Но тогда в 
У 2) ооо) 

точке (ху, Ус, 20) отлична от нуля хотя бы одна из частных произ- 
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водных Fy, С, . Пусть, для определенности, С’. (хо, У, <о) # 0. Тог- 

да выполнены условия: 

1’) Функция С(х,у,х) определена и непрерывна в 

[Xp -ASXSX) +A, 
(P) = -B<y< yo + В, и имеетв (Р) непрерывные Gy, С», G2; 

| -CSZS%+t-C 

2’) ((хо,Уо, 20) =0; 

3°) (0: (хо, У, 50) #0. 

Видим, что выполнены условия теоремы 1’ об однозначной 

разрешимости уравнения G(x, y,z) = 0. Поэтому существуют чис- 

ла A’, В’, с (0<A’SA, 0<В`<В, 0<с<С), такие, что: 

a’) Каждой точке (x,y) из прямоугольника 

— хо — 4’ < хх + А", 
(A) = yo - BS yS yo + В" отвечает одно и только одно значение 

0-В SYZVo 

& из [Zp - с, Zp +с], такое, что G(x, y,z) =0 (т.е. <=60(х,у) в (A), 

причем С(х,у,@ (х,у)) = 0 в (A)); 

B’) @ (хо, Yo) =&; 

у’) 0(х,У) е C((A)); 

5’) В каждой точке (x,y) е (А) существуют непрерывные 6%, 

> 

0, причем O,(x,9) =—ZE, Oy) =. 
< 

Пусть точка (x,y) е (A). Тогда 0 (х,у) е [< - с, хо +с]. Значит, 

и подавно точка (х,у,0 (х,у)) е (Р), и потому в (A) имеет смысл 

суперпозиция F(x,y,0(x,y)). Положим Н(х,у) = Е(х,у, 0 (х,у)). 

Отметим, что Н(х,у) — непрерывная функция в (A), как супер- 

позиция непрерывных функций, и что у нее в (A) существуют 

непрерывные частные производные Hy и Hy, вычисляемые по 

формулам: 
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G! Gy Hi = Fl + Fl.0% = Fl - Fi H’ = Fo + Fl-0" = Fi - Fi. < ‚ г и. G? С’ 
Е” . G’ — Е” . С’ J 

Заметим, что Ну = ^_^ = —_. В частности, С, С, 

хо Уо›20) +0. 

С. (Хо, 0,50) 

Таким образом, выполнены условия: 

1”) Функция Н(х, у) определена и непрерывна в прямоуголь- 

нике 

Ну(Хо,Уо) = 

(A) = _ Хо ~-A°S XS XV +A’, 

yo- Bs ysyot В" 

и имеет там непрерывные Hy и Ay; 

2”) Н(х,У)=0 (ибо H(X9,¥9) = Е(хо, Уо,0 (хо, Уо)) = 

= Р(хо, Уи, 50) =0); 

3”) Ну (хо) # 0. 

Видим, что функция A(x, у) удовлетворяет условиям теоремы 1. 

Поэтому найдутся числааир (0<а< А’, 0<Ь< В’), такие, что: 

a”) Каждому x из [Xp -а, хо + a] отвечает одно и только одно 

значение уиз [уу — 6, Уз + 6], такое, что Н(х, у) = 0 (т.е. у=ф(х), 

x €[X9 — а, хо ta], причем H(x,(x))=0, хе[хо —а, хо +а]); 

В”) Ф(%) = Уз; 
7”) P(x) € С(ж —а, х+а]); 
5”) В каждой точке промежутка [ху -а, хо +a] существует 

непрерывная производная (x). 

Покажем, что числа а, Би с — требуемые. 

a) Пусть хЕ[ху-а, хо +а]. Тогда по oa”) существует 

уУ=ф(х) е [Уз 5, у +6], такое, что  Н(х,у)=0, т.е. 

Е(х,ф(х),0 (х,ф(х)) =0, причем (x, (x)) E[% — с, 20 +c]. По- 
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ложим 0 (х,ф (х)) = w(x), и пусть z= w(x). Тогда F(x,y,z) =0. 

Кроме того, С(х,у,<) = G(x, у, 0 (х, у)) =0 (по a’)). Итак, точка 

(x,y,Z) такова, что F(x,y,z)=0, G(x,y,z) =0. 

Таким образом, мы убедились, что любому х из промежутка 

| +a] Yo -OS YS yt 4, 
Xo а, Xo а] в прямоугольнике г се < zZ < Z +e отвечает 

F(x, у, г) = 0, 

G(x, y,z) = 0. 

Покажем, что эта точка единственная. Допустим, что при 

точка (у,г) , удовлетворяющая системе 

X — -В<у<у-+Ь, 
¥ [хо а, Xp +a] нашлась точка (5,7) 17° Y= Yo 

Zo -CSZS%r+tC, 

Xp ~-ASXSX_ +a, 
й 

some Yo-bsysyorh, 
F(x,yY,Z) = 0, _ _ 

T ; G(z,7,5) = 0. ак как точка (ху); 

4 {even +a, 
A), то 0(Х,У) есть то единственное yo -bS VS Vy tb < (A) (x,y) 2 

из [20 —C, Zo + С], для которого G(x, y,z) =0. Поэтому Zz =6(х,у) 

и потому F(x,¥,0(x,y))=0, т.е. Н(х,у) =0. Отсюда ясно, что 

у=Ф(х) (это то единственное значение у из [уу — 4, Yo + 8], для 

которого Н(х,у) =0). А тогда Z =0(х, $ (х)) = w(x). Таким обра- 

зом, пункт о) доказан полностью. 

В) По условию, Р(ху, У, <) =0 и С(х,У, <) =O. Так как 

точка (Ф (хо), W(Xp)) есть та единственная точка (y,z) из 

У < у< у +В, Ес, у, =) = 0, 

Zp CZ ZS Up tc, ДЛЯ КОТОРОЙ 14, y zy =0, ТО % #9), 
Zp = w(Xp). Следовательно, пункт В) доказан. 

7) 9(x) еС(ж -а, ж +а]) по у”); W(x) € С(х —а, хо +а]) 
как суперпозиция непрерывных функций (\(х) = 0 (x,@ (х))). 

5) Утверждение 6) теоремы верно потому, что ф’(х) существу- 

ет и непрерывна в промежутке [ху — a, Xp +a] по 6”) , а существо- 
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вание и непрерывность \у”(х) в промежутке [ху —а, ху + a] следует 

из формулы W(x) = 0 (х,ф(х)) и существования непрерывных 0%, , 

0, и p(x) (\’(х)=60, (х,0(х)) +0, (x,9(x))9’(x) ). 
Теорема 2 доказана полностью. 4 
Теорема 2' (00 однозначной разрешимости системы 

Fi (ху, ... Хи, У» -.- › Ут) = 0, 

Fy (Ху, 006 Хи, Уть ..., Ут) = 0, 

Fi (ху, ... ХУ» ..., Ут) = 0. 

Пусть: 

1) Функции Fy (Xp, X05 0005 Хи, У, Уз»... Ут)» › Pig (Xp 9X75 000s 

х„, У, У2, .... Ут) определены и непрерывны в параллелепипеде 

| X19 -A, SX, SX + A, 

Хи - Ay SXq < Xqq + Aye 

| 2 -В ЗУ, < +В, 

Е. __ 
и имеют там непрерывные частные производные ot (i=I,m, 

k 

k=), 2! (i=i,m, j=1,m) =I, » 5, VERHIM, = 1, ’ Oy; J 

А Оо» Хо» +++ › Xn02V 102209 «++ » Уто) = 0, 

2) . д 

Ри (Хо Хо» «++ › Хно» У1о› У20› «+» » Уто) = 0; 

3) У(Х1о›Х20» +++ › Хно›У10› У20» «++» Уто) = 

aR эк ЭВ 
ду WY. ` дум 
OF, OF; OF, 

=| 97; OY. Wm #0. 

oF, OF,  ЭЕ, 
Oy, ду _ OV |[(*) (xtos + Xa0> 

Yi0» s+ › Уто 
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Тогда существуютчисла а|, а2, ..., Ayn, 5, By, ..., 6, (0<а<А, 

‚ 0<a,sA,, 0<5 5B, , 0<5, <В,), такие, что: 

a) Каждой точке (x,,X>,...,X,) из параллелепипеда 

хо _ a, SX, S X19 + ар, 

(A) 1720 SX SX +>, 

| Хо - ап 5 Xn 5 Хо tay, 

отвечает одна и только однаточка (у, ,уо, ... , Ут) из параллелепипеда 

Ую -В SV < Ую+Ё, 

Yn — 6> SY. SY + by, 

| Уто — Вы < Ут < Уто + Om 
такая, что 

Fy (Хи, х2, ... Хи, У, Уз, --., Ут) = 0, 

F(X 5X25 006 Хи, У» Уз, 0+ > Ym) = 0, 

Ри (хи, хо, 006s Хи, У, Уз» +009 Ут) = 0, 

т.е 

У! = D1 (Хи, х>, ..., Хи), 

= М, Х2, .... Xn dy — у2 = Ф2 (Хи, Х> п) 8 (4); 

Yin = Pin О, Хо, ..., Xp) 

Ф1(Х10, 20» +++» Xn0) = Yio» 

8) ф2 (Хо, Х2о› +++ › Хно) = Уж, 

Фт(Х10›Х20, cory Xno) = Ym0- 

Y) is фо, ... , Фи Е С(А). 
. — 09; —— 

5) В каждой точке (A) существуют непрерывные Эх, (i=I,m, 

k =1,n). 
(Принимаем без доказательства; в случае, когда т=2, n=l, 

теорема доказана (см. теорему 2).) 
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Замечание. Теоремы 1, 1’, 2, 2’ имеют локальный характер. 
Их выводы справедливы, вообще говоря, лишь применительно 
к некоторой окрестности рассматриваемой точки; при выходе за 
пределы такой окрестности соответствующая неявная функция 

может перестать быть однозначной. 

52. Зависимость и независимость функций 

Определение. Пусть в открытом параллелепипеде (Р) 
((P) В”) заданы т функций от л аргументов: 

У = Ли, хо, eee »Xn)s 

У? = f3(X1,X2, eee »Xn)s 

(1) 

Ут =F m(X1 9X25 008 Хи). 

Говорят, что функции (1) зависимы в (Р), если хотя бы одна из них 
является функцией от остальных, т. е. равенство 

Л.» Х2, ...) Xn) = Ф(Л, ЛЬ, ... ‚ Ли» Лич» ... Sm) (2) 

является тождеством в (Р), причем Ф — некоторая функция OT 

(т -—1) переменных. 
Заменание. Точный смысл (2) таков: 

Назовем систему чисел (уу rors у,) осуществимой в (P), 

если в (Р) имеется хоть одна точка (х,х.,...,х„) , такая, что: 

Fj (X15 X25 006 Xn) = Vis 

Sj (Xp 5X25 006 Xn) =У,, 

F(X Xo 5 00e sXp) = V)p- 

Самуточку (X,,X>,...,X,) будем называть осуществляющей. Равен- 

ство (2) означает, что для любой осуществимой системы чисел 

(Ут› У? --- › Ун-1› Ур» ---› Ут) функция Л, (Хх, Хо, .... Хи) не меня- 

ется при изменении осуществляющей точки. 
Пример 1. Пусть 

Sf, =X tX +Хз 4X4 +X, 

fy =X + X_ + Хз, 
ДВ = X4+Xs. 

Ясно, что Д = fo + fy. 

121



Пример 2. Пусть 

ДЛ =sin x, + $1 x, + Я x3; + $ X4, 

Sf, =sinx, +$т хо, 

J; =sin xX; +Sin X4. 

Ясно, что f, = fo + fy. 

Впредь мы будем предполагать, что функции Л, fo, ..., Ли, 

а также функция Ф(у1,у2,..., Уи) имеют непрерывные частные 

производные первого порядка по всем своим аргументам. 

Теорема I. Если функции Л! ,/›,... ‚/и зависимы в (Р), то ранг 

матрицы Якоби 

м м At 
OX, OX Ox, 

Fr. р fr 
J=] ax, дх “ах, 

Yn nm 
| OX) OX в дх„ ) 

в каждой точке (Р) ниже т (ранг матрицы J может меняться от 
точки к точке). 

№ Допустим, что функции Л, fo, ..., Sig зависимые в (Р). 

Пусть, например, Л„ =Ф(Д, Л, ..., /Ли-1). Тогда 

Yn 20 9 9), ‚9 Ay sae k =1,n). 
Ox, OY, OX, AYr OX, дУт-1 Ху ") 

Отсюда видно, что т-я строка матрицы /есть линейная комбина- 

Ц едыдущих строк (с коэффициентами 95 9% <a ) ия предыдущ и poser 
р у р ду; ay ЭУт-1 

Если п<т, то из матрицы J вообще нельзя составить ни 

одного определителя порядка т. Если же п>т, то в любом 
определителе порядка т, построенном из матрицы J, участвуют 
все строки, и ввиду их линейной зависимости каждый определи- 

тель порядка т будет равен нулю. 

Итак, ранг матрицы J в обоих случаях меньше т. | 

Следствие. Если хоть в одной точке (Р) ранг матрицы J равен 

т, то функции Д, fo, ..., J, независимы в (Р). 
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}» Рассуждаем от противного. Допустим, что Л, fo, ..., Sin — 

зависимые в (Р). Но тогда ранг матрицы Ув каждой точке (Р) ниже 

т, а это не так. Значит, Л, fo, ..., Sm — независимые в (Р). 4 

Теорема 2. Пусть наибольшее значение, которое принимает 

ранг матрицы J в параллелепипеде (Р) есть И , причем это значе- 

ние в достигается в точке М (хи, хо, ...,Х„). Тогда: 

1) Изфункций Д, fo, ..., Лт будет и независимых (это имен- 

но те функции, которые участвуют в составлении определителя, 

отличного от нуля в точке M(X,,X>,...,X,)- 

2) Если т>и, то точку M(xX,,xX>,...,X,) можно заключить в 

такой меньший параллелепипед (0) ((Q) c (P)), в котором ос- 

тальные функции выражаются через указанные и независимых. 

} 1) Допустим, что в точке M(X,,X2,...,X,) отличен от нуля 

определитель 
дл Of Эл | 
Ox OX> ~~ 9х 

af, 9} fy 
А=|9х, Ox, ~~ дх,|. 

he 9, Ay 
Ox; OX, = Oy 

Тогда по теореме 1, функции Л, So, ..., Л, будут независимыми 

в (Р) и, следовательно, пункт 1) теоремы доказан. 

2) Пусть т > wp. Займемся построением параллелепипеда (0). 

Допустим сначала, что N=. Положим 

Fi (X15 X25 00+ Xp) = 1, 

ЛО, X25 ++, Xn) = у›2, 

Л (%1 5X2, coe g Xu) = Vu 

и рассмотрим функции А, №, ..., Ё, от 2p аргументов 

Е = F(X 5%, ... Xy)—-V> 

Fy = fy(X1,X2,... »Xy)— У?, 

Е, = Л (X15 Х2» ... Xp) — Vy 
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У этих функций аргументы м, х›, ..., X, меняются в (Р), 

ая, Yo, ..., У, — ПРОИЗВОЛЬНЫ. 

Рассмотрим точку N(X,,X>,..., Хи ›У1›У2, ..- › Уи). В этой точке 

будет А =0, Р =0, , А, =0. Определитель же 

oF, ЭЕ oF, 
дх OX, ^ ax, 
oF ЭЕ a 
дх OX, ^^ ax, 

OF, Fy Fy 
OX, Oy OX. 

есть А и в точке Мон не равен нулю. А тогда по теореме 2’ O 

ГЕ _ 0, 

. F, = 0, 
неявных функциях систему уравнении ‹ можно разрешить 

|, =0 

относительно х!, хо, ..., X,. Точнее: найдутся числа a, > 0, a, > 0, 

‚а, >0, в >0, В. >0, --., В, >0, такие, что каждой точке 

О» У2,..., Уд) из параллелепипеда: 

Гя-Ё Sy, SV, +4, 

у› — b, < у) SY +65, 

| Vu -5, ЗУ, <у, +5, 

отвечает в параллелепипеде 

x; —-a, SX <X, +Q), 

Xy — Ay SX_ SX +а., 

одна и только одна точка (х|,х2,..., Хх), такая, что: 
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fi (%1,%2, eee »Xy) =У, 

fa(X1 5X25 ...› Xy) = )2> 

F(X 15X25 0065 Xp) = Уи. 

По непрерывности функций Л, fo, ..., Л, найдутся такие числа 

a,>0, a,>0,, а, >0, что как только точка (X1,X9,...,Xy) 

принадлежит параллелепипеду: 

x; —Q, SX, < xX; + 01, 

xX, —Q) SX) <х, + 02, 

так сейчас же точка (jf), /»,... , Л.) принадлежит параллелепипеду: 

Гя-А sy яч, 

у› — 5, <у› SY. + by, 

Vu - 5, ЗУ, < У, + dy. 

Положим y, = min{a,,o,;} (1=Ъв). Тогда параллелепипед 

Гм -у $ < +9, 

(0) =: Х2 — 12 < Хх) <Х, +1], 

| Хн — Уи SX SX +1, 

— требуемый. 

Действительно, пусть (1,2, ..., Уд) есть система, осуществи- 

мая в (0). Это значит, что в (0) найдется хоть одна точка 

(х!,х2,..., Хи), такая, что 

Ло ,х2,... » Xi) =, 

2 (1, х>, cee хи) =у›?, 

Л. ,Х2, ..., Хи) =У,. 
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Так как у; $a, (1=Ъи), то параллелепипед (0) содержится 
в параллелепипеде 

и точка (Л, Же oo MDs яж) 
принадлежит параллелепипеду 

У -@ Sy, < У +4, 

у› — 6. <у) SY2 + dy, 

| Vp — Oy ЗУ, <У, +4,, 

или, что то же самое, этому параллелепипеду принадлежит точка 

О, У?» ..., Уи). Тогда, по сказанному выше, в параллелепипеде 

x; —-a, SX SX; + а1, 

х2 —а> SX) SX) +а>, 

есть единственная точка (%),X2,.--,X,), в которой 

F(X, 5X25 ...› х,)=У; (= Lu ). Тем более эта точка единственная 

в (0). Иначе говоря, каждая осуществимая в (0) система 

У, У? › --. ‚ У, осуществляется в одной-единственной точке. Поэто- 

му закрепление (1,у2,...,У„) вызывает закрепление в (0) 

(х1,х2,...,Х,), а тем самым и закрепление функций Лит»... › Лт. 

Рассмотрим теперь случай n>. 

Определитель А вточке M(xX,,X>,...,X,) отличен от нуля. По 

непрерывности точку М можно заключить в открытый параллеле- 

пипед (Py) ((Po) c(P)), во всех точках которого будет А=0. 

Впредь мы станем рассматривать только точки (А). Положим, 

как и выше, 
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Лой,х», ... » Xn) =); 

f2(X,X2, ... »Xn) =у›, 

Л. и, х2, cee »Xn) = Yu 

и рассмотрим функции 

Е = Л(х,хо,....Х,)-Уь 

Fy = Л›(Х1ьХо,..., Хи) - У2, 

Е, = Л, (%1 X25 0025 Хи) — Уи. 

У этих функций аргументы ху, х›, ..., X, меняются в (Pp), 

а У, У2, ..., У, — произвольны. 

Рассмотрим точку /М№(Х1,Х>,... ‚ Хи, Ур» У2» ..., Уи). В этой точке 

будет А =0, F,=0,, F, =0. Определитель 

oF, oF oF, 
OX; Ox, ^ ax, 
OF, ЭР OF) 
OX, OX, ^ 9х, 

oF, af, ЭР 
дх 9х. OX), 

есть A и в точке Мон не равен нулю. А тогда по теореме 2’ 

В =0, 

. Ff, = 0, 

о неявных функциях систему уравнении ‹ можно разрешить 

|, =0 

относительно X;, х›, ..., X, . Точнее: найдутся числа a, > 0, a, >0, 

wey A >0, а, >0,..., аа >0, & >0, 6. >0, ... , b, > 0, такие, 

что каждой точке (хит, ... Xn У» .., Уд) из параллелепипеда 
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Хр +1 ~ n+l = Xu+l < Хр-+1 + Ones 

Xn — An SX_y SX, +4,,; 

y-b Sy, SY, +45, 

у, -В ЗУ, ЗУ, +6, 

отвечает в параллелепипеде 

Гх-азх $X, +4), 

Хх. —а> SX) < Xx, + а>, 
4 

| Хн — Ay SX, SX, +a, 

одна и только одна точка (х1,Х›,...,Х„), для которой 

Si (%1,X2,-.. Xn) =У, 

fa (1, Х2» 0+ 5 Xp) =у>, 

Ли (X19 X25 -.., Хи) = Ул. 

По непрерывности функций Л, fo, ..., Л, найдутся такие числа 

a,>0, a,>0,, a, >0, что как только точка (х/,хо,..., хи) 

принадлежит параллелепипеду 

x; —Q, SX, <x, + (|, 

Хо —- 9.5 <Х. <Х. +4а2, 

| № hy SX_ SX, +9, 

так сейчас же точка (Д,/›,..., f,) принадлежит параллелепипеду 

y-5 Sy, SY, +5, 

у2 — 5, S 2 SY. +b, 

Vu - В, ЗУ, ЗУ, + Sy. 

Положим т, = min{a,,a;} (i =1,n). Тогда параллелепипед 
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ПЖ Ух < +9, 

(0) =; X_—Y2 SX. <Х, +7», 

| Xn Yn < Х, < Х, t+ Vn 

— требуемый. 
Действительно, закрепим какую-нибудь осуществимую в (0) 

систему (У1,У2,....У,). Тогда обязательно окажется, что 

(У, У2, ..., Уи) принадлежит параллелепипеду 

Гя- Sy, <учЬ, 

у — 5, <у) < у + by, 

Vu 9 ЗУ, SY, + Hy. 

Возьмем теперь в (0) какую-нибудь осуществляющую точку 

(x; 52»... › Хр, Хи+1ь ...) Xn) . 

Если вэтой точке закрепить х x .... X,, ТО В Параллелепипеде 1+1) (+2 › ) “п 

x, -а SX; SX +a, 

Х> — ay SX) <х› + а, 

= _ < <= 
| Хы ay, =X SX, +a, 

и тем более в параллелепипеде 

ХТЗ, Хх, +11, 

Хх — 12 SX_ SX. +Т,, 

Ц cy < 
Хи Vp FX 5Х, t Vy . 

найдется единственная точка (X),X2,...,X,), для которой 

ЛО, Х2» .-. Хи»... Хи) = У 

2^1,/^2,... 9 gooey An) = Y2> Sa (хх Xu x,)=y 

Fi (Xp Х2, 000 Хи»... Xn) = Vp 

129



Таким образом, 

м = фи (Хит, very Xn)s 

x2 = Ф2 (Xai, soe Хи), 

Xn =Ф, (Xus1> weeny Хы), 

причем Mo теореме о неявных функциях у функций Фу, $2, ..., Py 

существуют и непрерывны все частные производные первого по- 

рядка. (Подчеркнем, что yj}, Y2, ..., У, — закреплены.) Отметим, 

что функции Фу, $2, ..., Py определены в параллелепипеде 

Хр+1 — Yue 5 Хр+1 < Хр +1 + Yel 

Xn —- Yn Хх, <Х,+1и, L 

а точка (ф!,Ф2,...,Ф„) попадает в 

x —-a, SX; <x, + ау, 

Хх. - а> SX) <X> +a), 

= <= 
| Хи - Ay SX, SX, +а,. 

Положим Лан (ф .... о Фи, Хит, coe Xn) = Oust (Хит, cong Xn) . Teo- 

рема будет доказана, если мы установим, что на самом деле Py41) есть 

величина постоянная. Для этого заметим, что в параллелепипеде 

Хи +1 — Vue S Xu a +1 + Yet 

4. 

Xn — Yn SXp SXn+Vn> 

тождественно будет 

Л(фи,Ф>, ... › Фи, Хи+т» ors хи) -У, 

Л2 (Фи, Ф>, ... ‚ Фи›Хи+1ь --- Xn) = У2, 

Ли (Фи, 2, see Фи» Ху+1› eee »X,) = Ур, 

Furst (Фу, Ф2, cee y Фи, Хит, cory X,) — Dust = 0. 
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Продифференцируем эти тождества по X, (не нарушая общности, 
будем доказывать независимость 9,4; OT х„). Получим 

(*) 

Hi 21, HA, , HM He pg 
OX, OX, Ox, д aX, OX, "Ox х, 

Ye 0, Fn 202, Ae MH Ae 
Ox; дх, "Эх, OX, “ах, Ox, "Эх, 

Чин 9: , 9/1 32 Gut Pn Putt _ ys 1=0 

OX, OX, OX, OX, OX, OX, | OX, AM, } 

9 
Итак, числа 99 , oo , ... —, | удовлетворяют системе ли- 

x 
п 

нейных уравнений (*). Атак как не все эти числа нули (естьедини- 
ца), то определитель системы (*) равен нулю, т.е. 

м эм 
Ox, 9х> 

# 5 
Ox, OX» 

Suet ys 
Ox, OX 

of 

ax, ( 9 
№ (Ae 
OX. Ox, 

ЭЛ, +1 f+ _ OP +1 

OX, Ox, Ox, 

Представим его как разность двух определителей, и второй из них 
разложим по элементам последнего столбца. Получим 

д 9 
Ox Ox 

aA 
Ox | ox 2 

ast Bust 
дх OX, 

эм 9 
OX, OX, 

9, 9, 
дх Ox, 

Hust ЭГ 
OX, OX, 

hy 
9х1 

or 
| Ox | 

ay 
Ox ] 

_ ust 

of 
Ox 2 

ал. 
OX, 
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OP +1 
или A, - -A=0. Но A, =0, ибо это определитель порядка 

п 

(u+1) из матрицы ранга И. Так как A #0 всюду в (Po), то 

ОФ 41 

Ox 
п 

=0, 

т.е. Dust не зависит от X,,. Аналогично показывается, что Фин не 

зависит от остальных своих аргументов, т. в. 

Фит =const, 

а это и требовалось доказать. 4 

$3. Некоторые дополнительные сведения о якобианах 

Якобианом для функций: 

Я = Si (%1,%25 eee y Xn)s 

У? = Л (1, Х2, wee Xn)y 

Yn = Л. (Хь хо, cre Xn) 

называют определитель 

Oy; OY, oy 
ox | OX Ox n 

ду› dy ду> 
Л =| 9х, ax, ax, 

ду, ду, ду, 
Ox | Ox 2 Ox, 

Обозначают якобиан J также и так: 

Р (У, У2, eee Yn) 

р (х,,х>, и х„) | 

ou и 
Ox OX» 

Отметим две аналогии между якобианами и производными. 

Это не дробь, а целый символ (так же как 
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I. Известно, что если у = f(x), a х=Ф(1), то 

(правило цепочки). 
Теорема. Пусть функции 

У! = Л (X),X2, ... У Xn)s 

Yo = Sy (X25 000 Хи), 

Yn = (хи, Хо, ... » Xn) 

заданы в открытом параллелепипеде (Р) и имеют там непрерыв- 
ные частные производные первого порядка по всем своим аргу- 
ментам х!, хо, ..., х,. Пусть, далее, функции 

ж = Фи (1,15, veg th)s 

Х> = фо (11, 65, coe tds 

xX, = 0,(t,f, eee t,) 

определены в открытом параллелепипеде (7) и имеют там непре- 
рывные частные производные первого порядка по всем своим 
аргументам 1, fy, ..., ¢,. Тогда 

В (У, У2, .... Yn) _ D (V1, V29 0009 Уи) . D(x\,X2, suey Xp) 

D (tity, .005t_) О, х2,....х,) Ба, 

» Умножим определитель 

д 9 OM 
Ox дх› ооо ax, 

ВОт, У2, +00» Yn) _ a oh = ду› 

р (x; ‚Х2,..› Хи x Х> ox, 

iy, Dy 
OX, OX. OX, 

на определитель 

5)“ 
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OX, 9х Ox; 
Ot Oty eco at, 

D(X1 4X25 0005 Xpq) _ ox ох: ... OX 

Dtystyy..5f,) | 9 ot, 
OX, OX, OX, 
ot, Ot, at, 

(по правилам: строку на столбец). Если учесть, что 

ду; Ox, ду; AX Oy; OX, ду; . — Sri Sy Si ... т. = ks Ix, Ot, Ox) Ot, ax, dt, a, ИНЬ, 
то произведение определителей можно будет записать так: 

Yr 9 OM 
Ot, 95 Ot, 
ду» ду) ду 

Ot; Of, oat, |, 

Vn д, Wn 
ot, 95 Of, 

О (У, V2 ..., 
а это и есть 07,2... > Уи) 4 

р (11, 15,...,1,) 

II. Известно, что для двух взаимно обратных функций у = f(x) 

ау ах 
= —-—=] u x= (у) будет qx dy 

Teopema. Пусть функции 

У = Л(х,х,, ... 5х, ), 

y2 = fy(X|,X2, coe y х„), 

Vn = Ли (хрьх2,.... Xp) 

определены в открытом параллелепипеде (P), а значения их 
заполняют параллелепипед (7), и пусть для каждой точки 

(У ,У2,....У,)Е(Т) существует в (Р) единственная точка 
(х,х2,....Х„), В КОТОрой 
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ПО, х>, 006 Xn) =, 

Л2 (хи, Х2, ove > Xn) =J)2> 

(Хх, 06> Xn) = Ул» 

так что 

м = 2 (1,2, ... nds 

Х> = £2(1,)2, ... ‚У, ), 

Xn = 81 (Уть У2, ... ‚ Ул). 

Пусть все функции ЛД, fo, ..., Sas Str 82, ..., Sy Имеют непре- 

рывные частные производные первого порядка по всем своим ар- 
гументам соответственно в параллелепипедах (Р) и (Т). Тогда 

07,2, ...,У,) ВО, х>, +++» Xn) =| 

D(X,,X2, ... Xn) D(Y5Y25 eee Yn) 

> Если взять точку М(у1,У2,.... Уи) и найти по ней точку. 

М№М(х ‚хо, ...,Х,) , PMC X; = КУ, У2,....У,) (= п), а затем исхо- 

дя из точки М найти f;(x,,X2,---,X,) (1=1п), то мы вернемся к 

точке М. Значит, переменные ур, 2, ..., у, можно рассматри- 

вать как функции, зависящие от них же сложным образом через 

х!, X2, ..., X,. По предыдущей теореме окажется: 

Б(у у», ... Yn) . D(X,,X2, ... 5х, ) — Р(у,У›, ... Yn) 

D(X) X25 --- 5 Xp) D(Vi5Y25 ... > Vn) D525 ..., Vn) 

Ho 

My 9 од 0 0 
м 010.00 

ВОт,у>, 0009 Уи) _ = <2 cee oy = 5 = | 

| DO TO 
ду, ду ду 7 aon т en 000... 0 1 
oy; ду> дул 
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$4. Примеры и задачи 

Пример 1. Найти у’(х) и у”(х) для функции у(х) , определя- 

емой уравнением x” =у* (x#y). 

Решение. Ясно, что должно быть х>0, у>0. Перепишем 

заданное уравнение в виде 

yinx xIny е =е 

Продифференцируем обе части написанного равенства по x, по- 
мня, что у есть функция OT xX. Будем иметь 

me yinxs]=er{Iny+%-y' > y'Inx+2=Iny+—-y’, 
x y x У 

‚_ (xIny—-y)-y yilnx — p,xiny 
ибо e e > У (yInx—x)-x . Из заданного равенства 

2 = 

У Ипх-П . Имеем, далее, следует: yInx=xIny. Поэтому у’= — 
x“(Iny-1) 

ух = VR) = 

2 2 

[уи- |) +] ту о 2абпу- ру dna 1) 

x*(In y-1)? 

Подставив вместо у’ найденное для него выражение, находим 

y*[ydn x - 1)2(2 In y — 3) —x(In y — 1)2(2 In x -3)| 

yi x4(Iny -1)° 

Пример 2. Найти у’, у”, у” при х=0, у=1, если 

x? — ху+2у? +х-у-1=0. 

Решение. Заданное равенство дифференцируем трижды по х, 
помня, что уесть функция от х. Получим 

2х-у-ху’ +4уу’' +1-у’ =0; 

2-у’-у’-ху”+4(у^)? + 4yy”—y”=0; 

—у” -у” _ y” _ xy” + 8y’y” + 4y’y” + Ayy” _ у” =(). 
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Подставив в полученные соотношения х=0, у=1, получаем 

следующую систему уравнений для определения у’(0), у”(0), у”(0): 

3y’ = 0, | y’=0, 
42-2у’+4(у”)? +3у”=0, => 412+3у”’=0, = 

|- ЗУ” +12у’у” +3у” =0 2+3у” =0 

4 Ма 2 ow 2 = yO) =0, yO) =-5, yO) =-5. 
Пример 3. Функция ‹ = 2(x,y) задана уравнением х+у+‹ = 

=е`®+7+9. Найти частные производные первого и второго по- 

рядков. 

Решение. Имеем F(x,y,z)=x+y+z—e %*9*2); 

д _ _ Е/(х,у,®) _ te tt) _ 4 

ax Ру, +e er” 

oz Fy (x,y,z) _ _1+е0*7*9 | 
ду F(x,y,z) Le F942) 

arz _ 2()- 0 cea -2(%)- 0 atz _ 9 (az -0 
дх? дх\дх > джду ду(дх ’ ду’ ay Lay 

Пример 4. Пусть 

x? + y? +2? —3xyz =0 (*) 

и f (x,y,z) = ху? 2°.Найти f/(1, 1,1) ‚если z= z(x,y) есть неявная 
функция, определяемая уравнением (*). 

Решение. Имеем 

и = у? 2? +3ху? 52.2 => fi, 1, 1) =14+3z4(1, 1). 

zi, находим изуравнения (*): Р(х,у, 2) = 0 ‚где F(x,y,z) =x? +у? + 

+27 — Зхуё; 

, _ Fr, 1,1 -] г =- Е,(х, у, <) _ _ 2х ЗУ. &* (1,1) =- x ) = -—-—=-|], 
F(x, у,г) _ ^ 22-3Зху Е, 1, 1) 1 

Следовательно, /,(1, 1, 1) =1-3=-2. 
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92% 925 datz 
dx?” ду?’ дхду 

Пример 5. Найти при x=1, у=-2, z=l, 

если 

F(x,y,2) =x? +2y? +352 +ху-&-9=0. (*) 

Решение. 1) Дифференцируем (*) no x, помня, что z= 2(x,y)- 

2x+6z-z.+y—-z7=0 => (**) 

=> при x=1, y=2,z=1: <. =0. 

2) Дифференцируем (*) по у, помня, что z= 2(x,y). 

4у+ 62-х, +х-х, =0 => (***) 

7 
=> при х=1, у=-2, &<=1[: zy = 5° 

3) Дифференцируем (**) по x, помня, что Z=2(x,y). 

2 +6 (24)? + 622%, зи, =0 = 

=> при х=1, y=-2,7=1: 2 =--. 

4) Дифференцируем (***) по у, помня, что z= 2(x,y). 

44+6(z))? + 6х" 22 =0 > 

„_ 394 
55 125 => при x=1, у=-2, &<=1: 

5) Дифференцируем (**) по у, помня, что Zz = 2(x,y). 

62,2, +65, +1-z, =0 > 

> при x=1, у=-2, < Е1: =. 

Пример 6. Найти dz и d*z, если 
ху =х+у+с. (*) 

Решение. Считаем, что уравнение (*) определяет функцию 

z = z(x,y). Находим дифференциалы от обеих частей уравнения (*). 

уг ах + хг ау + хуа = ах +ау+аг 2 (**) 

> (l-x)dz=(z-lIak+(ax-ldy = 
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_ 95-04 + (xz -Пау ху (если xy #1). => az 

Находим дифференциалы OT обеих частей соотношения (**). 

z dxdy + у dxdz + г ахау + x dydz + ydxdz+xdydz+xyd’z=d*z = 

> (l—xy)d*z =2z dxdy + 2y dxdz + 2x dydz = 

1) dx + (xz -—1) dy + 
аду + 2y dx VEX 

I- xy 

+ 2x dy Vea a+ 04-04 42 = 

| — xy 

_ Да-да + yor) (0? ее (ay)? + xl) hedy + x(9z-1) ed] 

(1-2)? 7 

с 2[yz-D (de)? + хоа - 1) dy)? + Oz + 2- x - y) dd] 
=> @“< = 5 , 

(1 — xy) 

Так как xyZ =X+y+2Z, то окончательно получаем 

2[y (vz -1) (dx)? + x (xz -1 (dy)? + 2zdxdy 
(I - xy)? 

d*z= 

Пример 7. Найти dz и а? , если == Ш +1, (Ясно, что 

y#0, < #0.) 4 
Решение. Считаем, что заданное уравнение определяет Z KaK 

функцию отхиу: z= г(х, у). Находим дифференциалы от обеих 

частей заданного уравнения. 

zdx-xdz_y ydz-Zzdy 
z2 z y 

> yrdx—-xydz=yzdz-z*dy = (*) 

z(y dx + z dy) > dz= если +2) ( x+z#0) 

Находим теперь дифференциалы от обеих частей соотношения (*), 

помня, что хи у независимые переменные, а < = &(х,у). 
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z dxdy + у dxdz - у dxdz - x dydz - xyd*z = 

= zdydz + у (4)? + yzd’*z-2zdady = 

> (5+5) 4* = заду —(xdy-zdy)dz-y(dz)’ = 

=> (yz +xy)d2z = zdxdy +(z—x) dy 9+ _ 
y (x +2) 

_ t(yde+zdy)’ 

y*(x +z)? 

2 2 

= 42. =-2 У (д 
У? (х+ 3) 

Пример 8. Найти du, если из —3(x+y)u2 + 53 =0. 

Решение. Считаем, что заданное уравнение определяет и как 

функцию переменных X, у, <: и=и(х,у,<). Находим диффе- 

ренциалы от обеих частей заданного уравнения: 

Зи? ди — 3 (ах + dy) и? -6(x+y)udu+3z7*dz=0 = 

= [3u? -6(x+y)u]du = З[и? (4х +4у)-=?а] = 

2 2 _, dy = Hae + dy) ~z dz 

ue —2(x+y)u 

. 9 9 _ 
Пример 9. Найти 5х И dy? or F(x-y,y—-%,2Z-x)=0. 

Решение. Положим €=x-y, n=y-z, C=z-x. Тогда 

F(&,n,6) = 0. 

1) Имеем Fe(6,7,0)-& + Ри (60,9) -пх + Fe(60,0) .6, =0 > 

> Fe(En,G)-1+ Е (6, 1,6). (-<.) + Е 6,т,б)- (<. -N=0 = 

= [F(60,6)- ЕЕ, 6) ]- <. =-Е (т, 0) + Е(&т,0) = 

z= Fe(§,1, 5) — ЕЕ, 6) 

* Е (6, Щ С) ~ Fe(§, п, 0) 
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2) Имеем ЕЕ (6, п, С) Ey + Е (5, 1,6). п, + Е (6, т, 5) С, =0 «> 

«> ЕЕ (6, т, 0) . (-1) + Fy (6,0, 0) -1-<,)+ ЕЕ, 1,0) -&, =0 => 

Fi - FY 
= RORME-R) = Gap 

2 
Пример 10. Найти о, если Р(хх, уг) =0. 

x 

Решение. Положим €=xz, n= yz. Тогда заданное уравнение 

примет вид 

РЕ, п) =0. (*) 
Имеем 

аЕ(5, т) =0 < Е(Е,п)(сах+ха)+Е (5,1) (с ау+уа<) =0 = 

> <(Еах + Е ау) + ХЕ +уР)4&=0 = (**) 

Fiédx + Fd 
=> dg = ЗВ ney) 

хЕ + УР 

Имеем, далее, 

а?Е(Ет)=0 = oh (zdx + x dz)’ +2Е^ (сах + x dz) (z dy + ydz) + 

+ F's (zdy + y dz)? + 2(Fidx + Fidy) dz = —(xFf + УЕ!) 42%. (***) 
Ho 

xz( Fe dx + Рау) _ Fy (уах -хау) хе = zdx - CO EES ХЕ + УЕ! ХЕ: + УЕ: > 

y2z( Fedx + Fydy) _ Е. (x dy — y dx) 
zdy+ydz=zdy- - , =<: - ; 

хЕ + УР, хЕЕ + yFy 

Подставляя найденные выражения для (г ах +x dz) и (zdy +ydz) 

в (***), получим 

z°(Fy)"(y -хау)_ ape ИФ -У 4)? , 
(ХЕ + yFy)? " (xFf + УЕ)? 

ЕЕ, + 
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(Е)? (x dy - y dx)? 
(хЕ/+уЕ!)* 

<(ЕЕах + Fydy) _ 

(хЕ + УЕ,) 
+ Е -2(Е к + Е‘4у) 

=- (хЕ/ + УЕ.) а?. 

В полученном соотношении (в правой и левой частях) отделяем 

слагаемые, имеющие множитель (4х)?. Получим 

2..21 ги ,\2 п» oe ody ” ,\2 2? Rs (Fi)? - 2A REFS + Fs (Е) | 2? 

(хЕ/ + yF7)? хЕ; + У 

925 9? 
= —(xF/ + yF’) — = —= 

(ety a ox? 

уз? Fs (Fy)? - 2A Fah + F(R)" | - 226; + УЕ!) (Е) 
| (хЕ/ + УЕ)? 

Пример 11. Найти d2z, если 

F(x+2Z,y+z)=0. (*) 

Решение. В силу уравнения (*), считаем х = z(x,y). Положим 

E=x+zZ, n=yt+z. Тогда (*) примет вид F(E,n) =0. Имеем 

аЕ(5, т) = ЕЕ (т) @& + Е (п) =0 © 

<=> ЕП) (de +а<) + Е (5, т) (ау +4) =0 > 

=> [Е т + Ende = -[Е п) %+ Endy] = 

_ Е:ах + Е ау (He) 

Fet+F, 
dz = 

d’ F(E,n) =0: 

2 (dx +4)? + 2 Fe, (dx + dz) (dy + dz) + 
(***) 

+ Fs (dy +dz)’ +(Е/ + Fj)d’z =0. 
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Имеем 

ЕЕ аХ + Е, ау Е’ (ax — dy) dx + dz = dx - = a Fi + Fe ЕЕ 

Fidx+Fidy Fe(dy — dx) 

м = ЕЕ 

Подставляя найденные выражения для (dx + dz) и (dy + dz) в (***), 

получаем 

„ (Fr)? (dx - dy)? „ ЕЕ! (4-4): ри (Е) (dx - dy)? _ 
2 — 2 = 

S (Fe + Fey? м (Е+ Ry? v (K+ Fi? 

=-(K+F)d’z = 

” ,\2 ” г.г, ” \2 22 (Fp) -2Е Е п + Feo (Fe) 
> d*z=- dx — dy)? . 

(Fi + Fi)? ( у) 

Пример 12. Функция z = z(x,y) задана уравнением F(x + gy, 

y+zx-') =0. Показать, что Bet Pay ху. 

Решение. Положим Ё=х+зу\, n=y+z!. Тогда заданное 

уравнение примет вид F(E,n) =0. Имеем dF(G,n) = Fah + Кап =0 <> 

> Fe (are Pe GD + Fe (oy ASEH) 1 > 
у Xx 

l и у ‚ | 

> F-(a--Sa|+ (6-54) (к —+F, ae > 

и < и Га < у (« а [к ава 

dz =- 
хЕЕ + УР 

5 (= <, Fe) oS -F| 
=> 98 ry 4 Ray = x” + ау > 

дх ду хЕ + yFy хЕ + yF, 
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Oz у Wy axe ke az_ x wey’ Fh 

x дх xFi+yF,’ ду у xFityF 

А тогда 

292. 92 _ а = 27 FE) + x (FE -УР _ 
ox? ду _ хЕ + УК, 7 

_ ХР + YF) — xy (СЕР + yF,) 

7 хЕЕ + УР 
=<-ху. 

Пример 13. Показать, что неявная функция Z == (х, у) ‚ опре- 

деляемая уравнением 

y=xo(z) + (<) (*) 

удовлетворяет уравнению 

2 -2 2 2 -2 (<2) 9 _ 02 0% oz [32] 9° _ 
0. 

ду) ax2 “ах ду axoy (ах). ду? _ 

Решение. Берем дифференциалы от обеих частей равенства (*). 

ау =Ф(<) ах+хф'(<) 4 +\’(<)4‹ => (**) 

, ) ax — ау => (xo(z)+w(z))dz=dy-o(z)a& = a=- o@ - 
OW) + W'@) de = ayo x9'(z) + w'(2) 

д dz ф (2) | — dx +—dy=- dx + d 
ox ду хф’(<) + w’(Z) ху)” 

oz __ i), 9%. | 
ax  хф(2) +)’ ду xq’(z)+ WZ) | 

Находим теперь дифференциал от обеих частей равенства (**): 

0 = (2) dxdz + $’ (<) dxdz + x p"(z) (dz) + xp"(z)d°z + 

+y"(z) (dz) +y'"(Z)d’z = 

=> — (xp’(z) + w(z))d?z = -2¢9'(z) dxdz - (xp"(z) + y"(z)) (dz)*>_ = 

, , 2, _ , ф (=) dx — dy — > (x9’(z) + w"(z))d°z = 29 ау 
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ф (z) dx -ау ] 
— (xp”(z) +" (<) [2m +y"(Z) 

Сравниваем последовательно коэффициенты при (dx)*, (dy)?, dxdy . 

2. (ens g\\ 0% _ _29°(2) (2) _ 
(dx): (0°) + WO) 53 = дону 

(LA Mo 2(z) 

— (xo"(z) + y’"(Z))- t 
\ (xp’(z) + y’(z))’ 

_ Pz _ 29(2)o@) PF OEP"@W+V"@) 
ax? (x@’(z) +4") (xp’(z) + w’(z)) 

dxdy. 2(x’(z)+ v(2) 2 = 
дхду 

___ 29’) 20) (xp”(z) +4" (<)) 

92 __ ф’(<) 2 (z) (xp"(z) + у"(<)) 
дхду . (x’(z) + w(z))” (x@’(z) + w(z))° ’ 

xp" (z) + y"(Z) => 

(xp’(z) + (г) 
2. , , 925 

(dy)*: (xp’(z) + y (9) =- 

az xp"(z) + (2) 
ay? (x@’(z) + (г) 

2 42 2 2 42 
А тогда (= 95 _ +52 oz _ 

ду] ax? ox ду дхду \9х] ду? 

20 9? (9 9" & +") 
(xp’(z) + w(2))” (xo + (<) (+) 

of) ce (xp)+W@) 99 | 
(xp'(z)+ (2) | (29+) (xe"(Z) + (2) 
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ф? (<) (xp"(z) + w"(z)) _ о 

(xp’(z) + w’(z)) (xp’(z) + (<) . 

dx ау d’x d’y 
dz” dz” dz?” dz? 

Пример 14. Найти при х=1, y=-l, 

2=2 , если 

_ 1 

a (*) 

Решение. Система (*) состоит из двух уравнений, связываю- 
щих три переменные. Считаем что она определяет функции 
x=x(z) и y=y(z). Дифференцируем обе части уравнений сис- 
темы (*) по г. Получаем 

4 a > (**) 
ax Dy 0 
dz dz 

ЯХ _ eae 
| dz” “0 “| 

ax dy __| dz * d 
dz dz 

Дифференцируем теперь по z обе части уравнений системы (**). 
Получаем 

2 2 2 2 
2{ =) +2xF42(2) +2749 a1, 

р dz dz* dz dz? = 

d*x dy 
> +—> =0 

dz dz 

при х=1, у=-1, <=2 находим 

а2х а?у _ 

ae? ee x 1 
d’x__d*y dz* 4” dz? 4 

dz* 4? 
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Пример 15. Система уравнений 

| хе"*" + 2иу =1, 
и Мо (*) 

I+y 

определяет дифференцируемые функции и =и(х, у) иу=у(х, у), 

такие, что и (1,2) =0, у(1,2) =0. Найти аи(1,2) и 4 (1,2). 

Решение. Находим дифференциалы от обеих частей каждого 
из уравнений системы (*). Получаем 

е"*" ах + xe"*" (du + 4у) + 2 (у4и +иау) =0, 

Je"""dy + уеи-° (аи — dy) - Оби UM oy > 
| (1 + v) 

при x=1, y=2 (5 и=0, у=0) получаем 

dx + (du + ау) =0, | | 
=--—dy, dv=-ax+—d о = du=—zdy, dv 734. 

Пример 16. Пусть 

Px eres, 

Чу=Р+Г-, (*) 
_ 43,473 

Z=t +t. 

_. dy dz ау az 
Найти ax ’ dx ’ dx ’ ax? . 

Решение. Можно считать, что система (*) задает функции 
у=у(х) и & = & (х) следующими параметрическими уравнениями: 

| x=ter!, 2) x=ter!, 

У=Р +"; = +13. 

| , 2 |, 3 
Имеем x, =1-->, yp =2t--—, z; = 31°. А тогда 

, 4 _ 2 2 и = DF 2 Da 
t+— tz#tl); 

x P(t? 1) t а ия 

‚_ <! _ 38-е tet? tl G == =3 =3/t°+—+1 ttl). 
“x tht? -1) 12 г? 
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Имеем, далее, 

Mu oN? | | | 

У = (Ух): 32 =2(1- 2) =2 (t # +1); 
x | Г '- 

| 2 | (14-102 ” — , ‘,—=3 21——. ———__- = § = 

< „2 (2х)! x? ( =| И 2-1 

72 

+1 | 
= 6 =6 (1+1 ((#+1), 

t t 

Пример 17. Найти = в точке u=2, у=1|, если dy =u" - у, 

4 Z=2uv 

Решение. Имеем dz=2(vdu+udv); du и dv находим из 
системы 

dx = ди + 2уду, 

dy = 2u du - Зу?ау 

в точке и=2, v=l: 

| 
dx=du+2dv, _ du = — (2dy + 3dx), 

dy = 4du —3dv dy = = (4d — dy), 

Имеем, далее, 

4? = 2 (24иау + уа*‘и+иа?у) = 

— при и=2, у=1: 42 = 2(24иау+а*и+2а?ъ). 

аи и d*v находим из системы 

0=4?и+2 (4)? +2vd’v, 

0 = 2 (4м)? +2иа?и — бу(а»)? - Зу?а?у, 

которая при и=2, у=1 будет такой: 

d*u+2d’v = -2(dv)’, 
4d*u —- За? = 6(dv)* - 2 (ам). 
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А тогда для 4? в точке и=2, v=1 получаем 

42: =2 (2 dudv -2 o = 

=2 Ee (2dy + Зах) (4dx - dy) - — = (Ad - ау) | 

Отсюда, приравнивая коэффициенты при dxdy в левой и правой 

частях полученного равенства, находим 

az 2 26 
axoy = 1218 “348 тот.



Глава 4 

ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИЙ 

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

$1. Формула Тейлора для функции нескольких переменных 

Пусть функция и = Л(х,,хо,...,Х„) определена в некоторой 

окрестности и, (Му) точки Мо(хю,Хоо, -.-, Хно) и имеет там He- 

прерывные частные производные всех порядков до порядка (т + 1) 

включительно. Пусть точка M(x,,X2,...,X,) — любая точка из 

и› (Мо). Тогда 

FS (X1,%; eee y x,) = Оо, Хо, +9 Хо) + df (X195X295 sey Хо) + 

| | 
+ 514 Лю» хи, coe y Хо) +... + та" ЛО, Хо, ony x,0) + 

| (1) 
54” f (X49 + BAX, ‚хо +OAX), woe y Xn) +6AX,,) 

m+ 

где Ах =X, — X19, AX2 =Xz — X79, 5 AX, =X_,—Xn; 0<0<1. 

В развернутом виде формула (1) имеет вид 

k 
ЗС д д 

ди = (М) - (Мо) -S2(2 Ах, Е AX) +...+ ox, ax, и| + 

Mo 
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1 (a д 9 ml ~ <2 l 
(m+ (2 Ax +50 O82 + tO вл, 7 „” (1) 

где N —точкас координатами (X19 + BAX), X29 + 0Ахо, ... > Хо + 0Ах,) 

(0<6<1). 
>» Доказательство проведем для слу- y ^ M(xp+Ax, yt Ay) 

чая, когда n=2 (для п>2 OHO совер- 

шенно аналогичное). 

В случае п=2 имеем: и = f(x,y); 

Мо, ); Ах=х-ж; Ay=yY-Yo; 

Ах и Ау — любые, но такие, что точка О > 

М (x,y) = M(x +Ах, уз + Ду) ки, (Мо). 

Нужно показать, что 

70) 

Рис. 4.1 

т А 

Ан = TS (Xp + Ах, Yo + Ay) — (Хо, Уо) = rks ax+ ay) I (X0,¥o) + 

i 3 9 т+1 

+ АА] Л (хо + 0Ах, уу +04у), 0<0<1. 

Через точки Мо(х,Уо) и М(ху + Ах, уу + AY) проведем прямую. 

Уравнение этой прямой будет таким: 

х- № _У-У > х = Ху +tAx, 

Ax Ay y=yot+tAy 
(t— параметр) (2) 

Замечаем, что точкам отрезка Мо, М прямой (2) отвечают значе- 

ния параметра гот 0 до 1. В частности, точке Мо(хоу, Ус) соответству- 

ет значение f =0, а точке М(ху + Ах, уу + Ау) — значение #=1. 

Положим 

и = f(x,y) = Л(хо +1Ах, Yo + у) = Е(). (3) 
Отметим, что при изменении гот 0 до | соответствующая точка 

(x, у) перемещается вдоль отрезка, соединяющего точки (хо, Yo) и 

(Xp + AX, Yo + Ду) ‚т. е. не выходит из окрестности и’ (М 0) » В КОТО- 
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рой функция и = f(x,y) имеет непрерывные частные производ- 

ные всех порядков до порядка (т+1) включительно. Мы знаем, 

что если функция одной переменной и = F(t) определена в проме- 

жутке [0, 1] и имеет там непрерывные производные всех порядков 

до порядка (т +1) включительно, то для любого положения точек 

ty И tB промежутке [0, 1] имеет место формула 

ли = F(t) — F(tp) = dF(to) + О, +... та" Е) + 

l 
+ т pie Flt +O(t-%)), (4) 

где 0<0<1. Положив в (4) ц =0, t=1 (= (1-5) =1), будем 

иметь 

Au = Ра) — F(0) = dF(0) + 574? +... + 

1 on + 77d" FO) + d™*' F(@) | (5) 

Так как Р(1) = Л(ху + Ах, Yo + Ay), Е(0) = f (Xo, Yo), TO 

Au = Е (1) - Е(0) = (Xo + Ах, уз + AY) — Л, Yo) - (6) 
Из соотношений (2) видим, что у нас промежуточные аргументы 
хи у выражаются через независимую переменную ¢ линейно. 
А тогда полные дифференциалы любого порядка сложной функ- 
ции выражаются через промежуточные аргументы хи ув той же 
форме, как если бы хи убыли независимыми переменными. По- 

этому для любого А =1, т+1 

d* F(t) = d* f(x,y) X=XyttAx y 

У=Уо+1Ау 

причем здесь dx =dt-Ax, ау = &. Ау, откуда 

d* F(0) =d* f(x, 7); 4” Е(@) = d™*" У (ху + OAX, уз +6 Ау). 
Поскольку dt = At=t-t) =1-0=1, то имеем dx =Ax, dy=Ay. 

Следовательно, 
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k 
9 д — 

d* F(0) = d* f(x9,¥o) = (2 ax+ ay] ЛУ), К=Ьт; 

тн 

а” F@)=d™ у (Xp +OAX, Yo +OAy) = [2ax+2ay) F (Xp tOAX, Yo +OAy). 

(7) 

Подставив в правую часть (5) найденные выражения для d* F(0), 

k =Ьт,и 4" (6) и приняв во внимание выражение (6), находим 

Au = Л(ху + AX, Yo + Ду) — f(X0, Yo) = 

| 

(m +1) 

где 0 <60<1. Таким образом, формула Тейлора для случая, когда 

п = 2 установлена. 4 

т са" бо #887860, 

$2. Обычные экстремумы для функций 
нескольких переменных 

Г. Необходимые условия экстремума. 

Пусть функция и = f(x,,X2,...,X,) определена в некоторой 

области (2) ((D) В”). Пусть точка Мь(хио, Ход,» ... , Хно) Е (О). 

Если существует окрестность и (Мо) точки Мо, такая, что 

для любой точки M(x),X2,...,X,) из и, (Мо) оказывается 

ДМ) < (Мо), (1) 

то говорят, что функция и = (М) имеет в точке Му максимум. 

(Предполагается, что и, (Мо) < (D).) 

Если же для любой точки M(x,,xX2,...,X,) из проколотой 

окрестности й,(Мо) точки Мо оказывается 

ИМ) < (Мо), (2) 

то говорят, что функция и = (М) имеет в точке Мо строгий 

максимум. 
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Аналогично определяются минимум и строгий минимум функ- 
ции и= /(х,х,...,Х,) в точке Мо(Хю, Хо, -.- > X70) - 

Отметим, что понятия максимума и минимума носят локаль- 
ный характер, поскольку в определениях фигурируют лишь точки 
Мо ,хо,....х„), достаточно близкие к точке Му. 

Функция и = f(xX,,X2,...,X,) может иметь в области (р) не- 
сколько максимумов и минимумов. Как и в случае функций одной 
переменной, вместо отдельных наименований “максимум” и “ми- 
нимум” используют объединяющий их термин — экстремум. 

Теорема. Пусть функция и = f(xX,,X>,...,X,) имеет в точке [272 п 

M (190X205 ..., Хо) Экстремум. Если при этом существуют ко- 

нечные fy, Л», ..., Sx, BTOUKE Мо, то обязательно fy (Мо) =0, 

Л. (Мо) =0, , Л. (Мо =0. 
№ Пусть и›(Мо) есть та самая окрестность точки Му, 

о которой говорится в определении экстремума функции. Поло- 

ЖИМ Х2 =Х›0, № =X39.. Х, Е ХЮю, а переменную х, оставляем 

свободной, изменяющейся в промежутке (ху —P, Хи +p). Тогда 

и = Л(х!, Ху, Хуо,..., Хо) будет функцией одной переменной x, 

определенной в промежутке (ху —P, хо +p). По условию функ- 

ЦИЯ и = Л(х,,Х2,..., Хи) имеет экстремум в точке 

Мо о, Х20› Хзо» +++» Хо). Из этого следует, что функция 

и = Л(х|,Хо,Хзо,..., Хо) имеет экстремум при x, = ху. Так как 

по условию Sx, (Х10, 20, Хзо› ---, Хо) существует конечная, то по- 

лучаем Л (M,))=0. 

Аналогично — устанавливается, что Л.(Мо)=0, , 

Л; (Мо) =0. 4 

Следствие. Точки, в которых функция и= Л (хи, хо,..., Хи) 

имеет экстремум, следует искать среди точек, где либо одновре- 

менно fy =0, fr, =0, , Хх =0, либо где, по крайней мере, 

одна из этих частных производных не существует или бесконечна. 
Точки упомянутых здесь двух типов называются критическими для 

функции и = Ло, х>, coe Xn) . 

154



Отметим, что не всякая критиче- 
ская точка функции дает экстремум. 
В самом деле, рассмотрим функцию 

и=х:у. 

Имеем и, =у, Uy =X (существуют, 

их = 0, 
конечные). Из системы 4 _, на- 

uy, = 0 

ходим, что точка (0,0) — критиче- Рис. 4.2 

ская. Имеем и (0, 0) =0. 

В точках прямой у=х, исключая точку (0,0) и в любой 

близости от точки (0,0) будет и>0. Следовательно, в точке 

(0, 0) нет максимума. 
В точках прямой у=-х, исключая точку (0,0) и в любой 

близости от нее будет и < 0. Значит, в точке (0, 0) нет минимума. 

Общий вывод: у функции и = xy вточке О (0, 0) нет экстремума. 

Замечание. Обращение одновременно в нуль всех частных 

производных первого порядка функции и= f(X,,Xz,.-.,X,) в 

точке Мо, а также несуществование или обращение в бесконеч- 

ность хотя бы одной из этих частных производных в точке Му 

является необходимым условием существования экстремума у 

функции и = Л(х,х.,....х,) в точке Mo. 

IT’. Исследование стационарных критических точек (случай фун- 
кции двух переменных). 

Напомним, что функцию чу(х,у) = Ах? +2Вху+Су?, где 

А, В, С — постоянные числа, среди которых есть отличные от 

нуля, называют квадратичной формой. При этом: 

1) w(x, у) называют положительно определенной квадратичной 

формой, если все значения \ 20 и w=0 лишь в точке (0,0); 

2) w(x, y) называют отрицательно определенной квадратичной 

формой, если все значения WSO и у=0 лишь в точке (0,0); 

3) w(x, У) называют неопределенной квадратичной формой, если 

w(x, у) принимает значения разных знаков; 
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4) w(x, y) называют полуопределенной квадратичной формой, 

если w(x,y) принимает значения одного знака, но в нуль обра- 

щается не только в точке (0, 0). 

Так, например, w(x, у) = 5х? +10у? — положительно опреде- 

ленная квадратичная форма; w(x, у) = 5х? —10у? — неопределен- 

ная квадратичная форма; w(x,y) =х? -2ху+у? =(х- у)? — по- 
луопределенная квадратичная форма. 

Пусть функция и = f(x,y) определена в и5 (Мо) и имеет там 

непрерывные частные производные первого и второго порядков. 

Пусть точка Мо(хо,Уо) — стационарная критическая для f(x,y), 

т.е. одновременно //(хо,Уо) =0 и Л, (хо, 0) =0. Напишем фор- 

мулу Тейлора для функции f(x,y) с центром разложения в точке 

Мо(х, У): 

f(x, у) — Ло, Уи) = Se (хо, Yo) (x — Хо) + Л, (хо, Yo) Y - Yo) + 

+ Я и (ЕТ) (x — хо)? + AF (E,W) (x — x9) (Y — Yo) + (Е) - 0), 
(1) 

где (&,n) — некоторая точка из и5 (Мо) . Положим 

А =2(f(x,¥) — (хо, Уо)), хХ-хж =A, У- У =К. 

Тогда, приняв во внимание, что по условию /(ху, У) =0 и 

Лу (Хо, Уо) = 0, получим вместо (1) 

A=fZ(E Mh? +2. (En hk + f£3(Enk?. (2) 

По условию, f(x,y), Sy (x,y), Лу: (х,У) — непрерывные в точке 

(Хо, Уд). Поэтому 

fo (5, п) 5’ fo (Хо, Уо), ху (5,1) 20° Sy (Хо, Уо), 

Лу? (5, т) >? Гу? (хо, Уо). 

(Здесь p= Vh2 +k? .) Следовательно, можно написать 
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FE) = 1.2 (хо, Vo) +O, ху (5, п) = Sey (Xo, Vo) + В, 

Лу? (5,7) = fy (Хо, Yo) +Y, 

где a,B,y —> 0. Введем обозначения А=/Л):(%,У0), 
р> 

В = Лу (хо, Ус), С = Л, (Xo, о) . Подчеркнем, что A, Ви С — посто- 

янные числа (предполагаем, что они не равны нулю одновремен- 

но). Теперь выражение для А может быть записано в виде 

A = Ah? +2 ВИК + СЕ? + 0h? + 2Bhk + yk?. (3) 

Обозначим y(h,k) = Ah? + 2Bhk +Ck?, 5(h,k) = ай? + 2Bhk + yk?. 

Отметим, что w(h,k) — квадратичная форма, a 6 (й,К) не является 

квадратичной формой, ибо коэффициенты a, В, у зависят отйи K. 

Теорема. I. Если квадратичная форма ч(й,К) — определен- 

ная, то у функции и= f(x,y) в точке Мо имеется строгий 

экстремум. Это: 

а) строгий минимум, если чу(й,К) — положительно опреде- 

ленная квадратичная форма, и 

6) строгий максимум, если w(h,k) — отрицательно опреде- 

ленная квадратичная форма. 

П. Если w(h,k) — неопределенная квадратичная форма, то у 

функции и = f(x,y) вточке Му экстремума нет. 

Замечание. Если w(h,k) — полуопределенная квадратичная 

форма, то ничего определенного о наличии или отсутствии экст- 

ремума у функции и = f(x,y) в точке Му без дополнительных 

исследований сказать нельзя. 

> I) Дано: у(й,К) — определенная квадратичная форма. Пусть 

для определенности \у(й,К) — положительно определенная. Тре- 

буется доказать, что функция и = f(x,y) имеет в точке Мо(хо, Yo) 

строгий минимум. 

h=rcos®, 
| orga 

kK=rsin0. д 
Положим 

157



w(h, К) = г? (А cos? 0+ 2Bcos@sin 6 +C sin? 6) = г? у(со$ 0, т 0). 

Отметим, что \у(со$0, т 0) определена и непрерывна Ha проме- 

жутке [0, 2x] и принимает только положительные значения, ибо 

cos@ и $10 не обращаются одновременно в нуль. По теореме 

Вейерштрасса функция \у (со$0, т 60) на промежутке [0, 2x] при- 

нимает свои наименьшее 727 и наибольшее М значения. Ясно, что 

т>0 и M>0, ибо все значения функции \ (с0$6, т 0) > 0. Но 

тогда, в частности, W(h,k) > тг?. Имеем 

5 (А, К) = r?(acos? 0+ Взт 20+ ут? 0) = 

> |8(4,k)| < г? (9 +18] +17). 

У нас a,B,y > 0 при p>0,a p= Vi? +k? =r, Следовательно, 

(< + 18] +| yl) — бесконечно малая величина при p— 0. Значит, 

любому > 0 (вчастности, = = m > 0) отвечает гу > 0 такое, что как 

только 0 <<, так сейчас же | 

(lo + |] +19) < м. 
2 А тогда |8(h,k)|<mr?, если O<r<rm => 65(#,К)>-тг?, если 

О<г<и.. Таким образом, получаем 

2 wh, К) > mr’, для любого г>0, A = w(h,k) +8(h,k) >0, 

б(й,К) > -тг^, если O<re<n 

если O<r<ry => f(x,y) > Г(Хо,Уо) для любой точки M(x, у) , для 

которой 0< \/(х- хо)? + (7-70)? <ю,т.е. S(x,y) > Ло, Уи) для 

любой точки M(x, y), лежащей в проколотом круге радиуса к с 

центром в точке Мо(хо, Ус). Следовательно, Мо(хоу,Уу) — точка 

строгого минимума для функции и = f(x,y). | 

Совершенно аналогично устанавливается: если w(h,k) — от- 

рицательно определенная квадратичная форма, TO Му(ху, У) — 

точка строгого максимума для функции и = f(x,y). 
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> II) Дано: у(й,К) — неопределенная квадратичная форма. 

Требуется доказать, что у функции и = f(x,y) вточке Мо(хо, Уо) 
нет экстремума. 

Так как w(h,k) — неопределенная квадратичная форма, то 

обязательно существуют точки (й,К) и (й>›,К>), такие, что 

у(й,К)>0, wha, К) < 0. 
1) Положим 

h=th, X-Xo _У-У = =f). 

|, = tk, - hy К ( ) 

Это — уравнение прямой (/,) , проходящей yepe3 TOUKY M (Xo, Yo) - 

Имеем 

2+ К? = (+?) <> р’ =((hi+k?) = р->0, если #—>0. 

Имеем, далее, 

(И, К) = t? (Ah? +2 ВАК, + СЕ?) = t?w(h,, К); 

5(h,k) = t? (ah? + 2BA, К + yk?) = 25 (К), 

где с,В,у->0 при р->0, а следовательно, a,B,y 30, если 

t—>O0= (ah? +28 К + yk?) >0, если {> 0, т.е. 8(4,k;) > 0 

при {> 0. Значит, любому =>0 (в частности, &=\(й,К,)>0) 

отвечает fj > 0 такое, что как только 0<|1<ц, так сейчас же 

15. (Ay ky )] < wy, ky). 

А тогда |8(h,k)|<t?w(h,,k,), если O<|t]}< tj = в частности, 

5 (#,К)>-Ру( К) , если 0<|й< в. Таким образом, получаем 

y(h,k) =t7y(h,,k,), для любого ft, 
A= h,k +0 й, К >0, 

8 (h,k) > -t? (hy, ky), если O<|4<% wh, К) +5 (0, k) 

если 0<|1<6 => f(x,y)> f(Xo,¥o) для любой точки М(х,у), 

лежащей в любой близости от точки Мо(хо,Уо) на прямой 

X - Xo _ У- Yo (= 

hy К 
кции и = f(x,y) вточке Мо(хо,Уо) нет максимума. 

Г) ‚ исключая точку Мо. Следовательно, у фун- 
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2) Положим теперь 

h= th, Х-% _Y-Vo «5 = =f). 

| = tk, hy К ) 

Это — уравнение прямой (/,) , проходящей черезточку Моу(хо, Yo) - 

Здесь 

р? =A? +k? =12 (2 +k?) = pO, если 1-0. 

Имеем 

wh, К) = 12 (АЙ +2 ВВ. К. + СЕ?) = Phy, kp); 

5(h, К) = t? (ah? + 284. К. + yk?) = 078 (Ay, kp), 

где o,B,y>0 при р->0, а следовательно, a,B,y > 0, если 

1-0 б(#., К) = (ah? + 2Bh,k, + yk?) > 0, если t > 0. Значит, 

любому = > 0 (в частности, = = -у(й.,^.) > 0) отвечает ty > 0 та- 

кое, что как только 0<||< Ц, так сейчас же 

[6 (Ap, К) < (#2, kz). 

А тогда |8(h,k)| < —Ру(й,К›), если 0<||<1 = в частности, 

5 (А, К) < Ру (й., К) , если 0<|i| < 1%. Таким образом, получаем 

wh, k) = Ру(›,К,), для любого 1, 
А = w(h,k)+6(4,k) <0, 

5(h,k) <-t? y(t, ky), если O<|[i <7 WH, К) + 80,4) 

если 0<||<щ=> f(x,y) < f(%o,¥o) для любой точки М(х,у), 

Хо _ У-У = м (=f i, Г (= f) 

M (X09, Ус) ) в любой близости от точки Мо(ху, Yo) . Следователь- 

лежащей на прямой (исключая точку 

но, у функции и = f(x,y) в точке Mo(xX9, yo) нет минимума. 

Общий вывод: у функции и = f(x,y) в точке Мо(хо, Уд) нет 

экстремума. «4 
ПГ. Исследование квадратичной формы w(x, у) = Ах? +2Bxy +Су?. 

Пусть имеется квадратичная форма w(x, у) = Ах? +2Bxy + Су?. 
Пусть D = АС- В?. Тогда: 
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1) Если р>0, то w(x,y) — определенная квадратичная фор- 

ма, а именно: W(x, Y) — положительно определенная, если А>0, 

и w(x,y) — отрицательно определенная, если А<0. 

2) Если D<0, то w(x,y) — неопределенная квадратичная 

форма. 

3) Если D=0, то w(x,y) — полуопределенная квадратичная 

форма. 

} 1) Пусть р>0%> AC- В? > 0. Но тогда обязательно A #0. 

Так как А #0, то у(х,у) можно записать в виде 

| (у) = 2 [ (Ax + By)? +(АС- В?)у? ]. 
>0 

Из этого представления w(x,y) видим сразу, что все значения 
w(x, у) одного знака и что знак значений (x,y) совпадает со 
знаком числа А. Имеем, далее: 

а) (Ax + By)? 20, причем Ax+ Ву=0 лишь в точках прямой 

a B 
линии, имеющей уравнение х = Wy 

6) (AC - B’)y? 20, причем (АС- В?)у? =0 лишь в точках 

>0 

прямой линии, имеющей уравнение у=0. 

Следовательно, одновременно оба слагаемых суммы 

(Ax + Ву)? +(АС- В?)у? обращаются в нуль лишь в точке пере- 

сечения линий у=0и х=--у, т.е. в точке О (0,0). Итак, 

получили все значения чу(х,у) одного ду 

знака и w(x, у) = 0 лишь в точке (0, 0). “== 

Значит, у(х,у) — определенная квад- О py= x 

ратичная форма. Именно: w(x,y) — a 

положительно определенная, если 

А>би W(X, У) — отрицательно опре- Puc. 43 
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деленная, если А<0, так как в рассматриваемом случае (когда 

р>0) знак значений (x,y) совпадает со знаком числа A. 

2) Пусть D <0. Могут реализоваться следующие случаи: 

а) D<0, A#0;6) D<0, C#0; в) р<0, A=C=0 (> B#)). 

Рассмотрим случайа) D <0, A#0.Takkak A = 0,то w(x, у) пред- 

ставима в виде 

чу) = [(Ax + By)? + (AC - Ву? ]. 

Имеем, например, (-5: } = =; (1, 0) = А. Следовательно, 

(-4- 1.0, 0)=D (<0, по условию). 

Видим, что w(x, y) принимает значения разных знаков. Значит, в 

этом случае w(x, у) — неопределенная квадратичная форма. 

6) р <0, С #0. Этот случай обсуждается аналогично случаю а). 

Рассмотрим случай в) D< 0, А=С=0 (=> В #0). В случае в) 

квадратичная форма \у(х,у) имеет вид 

w(x, у) = 2Bxy. 

Видим, что w(x, у) меняет знак вместе с изменением знака произ- 

ведения х-у. Следовательно, в случае в) w(x, у) — неопределен- 

ная квадратичная форма. 

3) Пусть В =0. Могут иметь место следующие случаи: 

a) D=0, A#0; 6) D=0,C#0; 

в) D=0, A=0 (> B=0); значит, C #0; 

r) D=0, C=0 (> B=0); значит, А&0. 

Рассмотрим случай a) D=0, А*+=0. В этом случае w(x, у) 

может быть записана в виде 

чб) = [ (Ax + Ву)? + (AC - B?yy?] = (Ae + Ву. 
=0 
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Из этого представления w(x,y) видим, что все значения 

w(x, У) одного знака и что, например, ч(- > , у =0 u y(0, 0) =0. 

Значит, w(x, y) — полуопределенная квадратичная форма. 

6) Случай 6): D=0, C #0 обсуждается аналогично случаю a). 

в) D=0, A=B=0 (-С+0). В этом случае w(x, у) = Су?. 

Видим, что все значения у(х,у) одного знака и что, например, 

w(1, 0) =0, w(0, 0) =0. Следовательно, w(x, y) — полуопределен- 

ная квадратичная форма. 

r) D=0, С=В=0 (= А*+=0) обсуждается аналогично слу- 

чаю в). 4 
Таким образом, получили следующее правило для исследова- 

ния на экстремум стационарных критических точек функции 

и = S(x,y) ° 

1) Находим стационарные критические точки функции 

и = f(x,y). Для этого определяем все вещественные решения 

и, = 0, 
системы 

и, =0. 

2) Для каждой стационарной критической точки (ху,Уо) вы- 

числяем 

A= Л. (хо, 0), В = Л (хо, У), С = fy, (Xo, о) И р=АС- В?. 

а) Если > 0и А>0,то (ху, yo) — точка строгого минимума. 

6) Если D>O u А<0,то (ху, уу) — точка строгого максимума. 

в) Если D<0O, то у функции и= f(x,y) в точке (ху, уу) 
экстремума нет. 

г) Если D=0, то без дополнительных исследований ничего 

определенного о наличии или отсутствии экстремума в точке 
(хо, Yo) сказать нельзя. 

Рассмотрим, например, функцию и=у? -2х?у. 

1) Находим для этой функции стационарные критические точки. 

uy =0, = — 4ху =0, 

и, =0 2у-2х? =0 

— Точка О (0,0) —единственная стационарная критическая точка. 

=> 
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2) Имеем 

А = fo (0, 0) = —4y оо) = 0, В = Лу (0, 0) = - 4x14 0) = 0, 

C = f/ (0,0) =2. 

Следовательно, D = АС- В? =0, так что нужны дополнительные 
исследования. 

Имеем и (0, 0) =0. Возьмем линию у = x7, проходящую через 
точку (0, 0). В точках этой линии и=-х“ => и<0, причем и=0 

лишь в точке (0,0). Значит, у нашей функции в точке (0,0) нет 

минимума. 

Возьмем теперь линию х = 0, проходящую через точку (0,0). 

В точках этой линии и=у? >20, причем и=0 лишь в точке 

(0,0). Значит, у нашей функции в точке (0, 0) нет максимума. 

Общий вывод. У функции и=у? -2х?у в точке (0,0) нет 

экстремума. 

IV’. Исследование стационарных критических точек в случае 
функций более чем двух переменных. 

Пусть функция и= /(х,,х.,...,х,) определена в некоторой 

области (р) ((2)< В”) и пусть точка Му(х, ход, ..., Хто) Е (D). 

Пусть и = /(х1,х2,...,Х„) имеет в окрестности из (Мо) точки Мо 

непрерывные частные производные первого и второго порядков. 

Пусть точка Мо(х1о,Хдо» ... › Хло) — стационарная критическая точ- 

ка для /(х1,х2,....Х„), Т.е. одновременно Л, (Мо) =0, 

Л», (Мо) =0, , Л, (Мо)=0. Напишем формулу Тейлора для 

F(X) 5X2, ...,Х,) с центром разложения в точке Му(х\о, X29, ... 5 Хо): 

F(x, 9X75 c005 х„) — Ао, Х20» ... 9 Хо) = 

1 
= df (Хо, хо, ..., xno) +51 4? f (хо + OAX),...,%,9 +04х,) = 

-(0 e 

=> A = 2[ f(x) 5X2, ... хи) — Ло, X205 +++» Xn0)] = 

n 

= УЛ (о + OA, ... , Xo + OAX)AXAX, . 
i,k=l 
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По условию, Лех, (Xs Х2, +++» Хи) непрерывны вточке Мо. Поэтому 

Лех, (Хю + @Ах,... ‚ Хо + 9Ах,) oe Лукь (Х10› Х20› +++ » Хо), 

где р= (Ах)? +...+(Ах,)?. Следовательно, 
” _ дм 

Лех (X10 + BAX, gree yg XQ + 6Ax,,) = Лех, (хо, X05 e005 хо) +Qy , 

re и? 0 (i,k=1,n). Введем обозначение ay = 

= Лех, (10> ---› Хо). Отметим, что ay (i,k =1,2) — постоянные 

числа. Теперь выражение для A может быть записано в виде 
п п 

A= Уаз Ах,Ах, + Уаз Ах,Ах, = у(Ах,...,Ах,)+5(Ах,..., Ах,). 
ike = 

Здесь w(Ax,,..., AX,) — квадратичная форма относительно пере- 

менных AX),..., AX, 5 5(AX,, ..., Ах„) — неесть квадратичная фор- 

ма относительно AX,,...,AX,, ибо коэффициенты &, (i,k = 1,7) 

зависят OT Аху,..., AX,. 

Teopema. I. Если квадратичная форма w(AXx,,..., Ах„) — опре- 

деленная, то у функции U=f(xX,,X>,...,X,) в точке 

Моб, Хо, «++» Xo) имеется строгий экстремум. Это: 

а) строгий минимум, если w(Ax,,...,AX,) — положительно 

определенная квадратичная форма, и 

6) строгий максимум, если w(AXx,,...,AX,) — отрицательно 

определенная квадратичная форма. 

|. Если w(Ax,,..., Ax,) — неопределенная квадратичная фор- 

ма, то у функции и = f(X,,X2,...,X,,) вточке Mo(X19,X29, .-- › Хо) 

экстремума нет. 
(Принимаем без доказательства; оно аналогично доказатель- 

ству теоремы для случая двух переменных.) 

Заменание 1. Если w(Ax,,..., Ax,) — полуопределенная квад- 

ратичная` форма, то без дополнительных исследований ничего 
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определенного о наличии или отсутствии экстремума у функции 

и = Л(х,хо,...,Х,) в точке Мо(хо,Хло, ... , Хо) сказать нельзя. 

п 

Заменание 2. Пусть \(Ах,,...,Ах,) = УакАх,Ах, — квадра- 
ВК =1 

тичная форма. Из алгебры известно (критерий Сильвестра): 

1) Для того чтобы квадратичная форма w(AXx,,...,Ax,) была 

положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы было 

аи @2 @з 
0 аи 2 0 0 

ai, > YU, >29, 1421 922 @23|>9, ..-, 
a2, 422 

43; 932 433 

ayy @ |2 ... Qin 

a a ... а 21 @22 2n >0. 

Я п Qn? ... Я пп 

2) Для того чтобы квадратичная форма w(Ax,,...,Ax,) была 

отрицательно определенной, необходимо и достаточно, чтобы было 

а! ар а: 412 443 

а < 0, а а > 0, Qa; @2 @23 |< 0, 29 

pon 43; 432 @33 

а! @12 .-... Ay 

а а ... @ (-1)" 21 22 2п > 0 , 

ат @2 .-.. Ann 

_ 53. Условные (относительные) экстремумы 

Г. Пусть функция 

и = У (хх, ... ‚Хи, У Уз» 0069 Ут) (1) 

определена в некоторой области (2) ((D) < R"*”). Пусть перемен- 

НЫЕ Х|,...,Х,, Ур, ..., Ут Подчинены еще т дополнительным усло- 

виям вида 
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Fy (Xp 5 ... Хи» У»... , Ут) = 0, 

Е (X1, 225 ХУ, ees = 0, 2(x, noJ\ Ym) (2) 

Ей (ху, ... ХУ»... Ут) = 0. 

(Условия (2) называются уравнениями связи.) 

Пусть точка Мо(хуо, ... ‚ Хно, У» «++ ,Уто) Е (В) и такая, что ее 

координаты удовлетворяют уравнениям связи (2). Пусть и;з(Мо) — 

некоторая 6б-окрестность точки Му (и5(Мо) с (5)). Пусть Е— 

множество всех точек из из(Мо), координаты которых удовлет- 

воряют уравнениям связи (2). 

Определение. Говорят, что точка Му является точкой услов- 

ного максимума для функции и = Л(х|, ..., Хх, Ур, ....Ут) при на- 
личии связей (2), если оказывается, что для любой точки М из ЕЁ 

Л(М) < (Мо). 

Совершенно аналогично определяется условный минимум 

в точке My функции и= Х(х|,...,х,ур,....Ут) при наличии 

связей (2). 
Поясним различие между обычным и условным экстремума- 

ми функции на следующем простом примере. 

>» Пример. Рассмотрим функцию 

х=х? +у?. (Г) 

Ясно, что эта функция имеет вточке (0, 0) строгий минимум (обыч- 

ный) Zi, = < (0, 0) =0. 
Подчиним теперь переменные х и у дополнительному условию 

х+у-1=0 (F(x,y)=0). (2) 

Заметим, что точка (0,0) не может быть точкой условного экстре- 

мума для функции ‹=х? +у? при наличии связей (2) хотя бы 

потому, что координаты точки (0, 0) не удовлетворяют уравнению 

связи (2). Ниже будет показано, что у функции х =х? +у? при 

mw | 
наличии связи (2) существует условный минимум в точке & 5 

И ЧТО Z,,; = =. min 22 2 
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Отметим, что Z,,;, = <(0, 0) =0 

есть наименьшая среди всех аппли- 
кат поверхности, определяемой 

> 11 
уравнением (1), а Zin -2(5.3)- 

=0 1 

= 5 — наименьшая среди аппликат 

этой поверхности, соответствующих 

точкам прямой х+у-1=0. 4 

Пусть точка Мо(хо, ... › Хо» У» 

...Уто) ABAACTCA точкой условного экстремума функции 

и = Х(х, .... Хх, У, --.›Ут) при наличии связей (2). 

Предположим, что функция 

и = Ло ,х», coe Xr УТ + Ут) 

и функции Е(ху,... ХУ... Ут) (Г = т) вокрестности из(Мо) 

точки Му непрерывны и имеют непрерывные частные производ- 
ные первого порядка. Предположим, далее, что 

(2) 
Рис. 4.4 

аа эк aR 
ду 0 дум 
dF, dF; OF; 

J (X19 5 +++ Хо» 710» +++ Уто) = oy, ду _ дут #0, 

oF, oF, oF, 

dy; 9? OY m We) My 
Тогда по теореме об однозначной разрешимости системы ypaBHe- 
ний (см. теорию неявных функций) заключаем, что система (2) 
однозначно разрешима, т. е. определяет функции 

Я = Q(X 4X0, ..., и), 

} y2 = Do (X1 5X9, ...,Х,), 

(3) 

| Ут = D m(X| ‚Х2,...› Xn)s 

которые в окрестности точки Мо(хо,Хоо, .--»X,0) непрерывны и 

9 . oc — 
имеют непрерывные частные производные made (i=l,m,k=l,n). 

OX, 
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Если теперь в выражении и = /(х1,хо,...,.Х„,У,У2,.... Ут) вкаче- 

стве Yj, у2, ..., Ут Иметь в виду соответственно @, (х!,х>,...,Х„), 

(Xp 5X75 ...,Х,), ‚ Фи(ХрьХ2,.... Хи), TO ПОЛУчим 

и= Л (х1,хо,... Хи; Dy (Xp 9 2,5 DP pg (Xp 9X7 9000 Xq_) = 

=Ф(х,,х.,...,Х,), (4) 

где Ф(х,,х.,..., х„) — сложная функция. 

Видим, что существование условного экстремума в точке 

M (X105 «++ › Хно» У» ++ › Уто) У Функции и = Л(х, хо, ..., Хи,» У, 

...Ут) При наличии связей (2) равносильно существованию 

обычного экстремума у функции и=Ф(х|,х.,...,х,) в точке 

M(X195 «++» Xpo) - 

Заметим, что если нам фактически удается разрешить систему 

(2) относительно у, у, ..., Ут, т.е. найти явные выражения 

для функций (3), то задача о нахождении условного экстремума 

функции и= У (хх, ..., Хи, У, У2,....Ут) при наличии связей 

(2) сводится к задаче о нахождении обычного экстремума функ- 

ции и=Ф(х|,х.,...,Х„) способом, изученным раньше. 

Поясним сказанное на примере, приведенном выше. Из урав- 

нения связи находим у=1-х. Подставляем найденное выраже- 

2 ния для У в соотношение г=х? +у2. Получаем z=x? + 

+ (1-х)? =2x?-2x+1. Исследуем на экстремум функцию 

1 
&=2х? -2х+1. Имеем zi =4х-2= 2, =0, если x= 5. Точка 

| .. х = 5 — стационарная критическая для функции одной перемен- 

ной &=2х? -2х+1. Имеем, далее, 7% =4= в частности, 

Га I 1 

aie 5 =4 (>0). Следовательно, точка х = 77 точка строгого 

минимума для функции #=2х? -2х+1. Из уравнения связи 
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| | | О 
получаем у= 5 если х=о. Значит, точка [5. >) — точка 

строгого условного минимума для функции  =х? + у? при нали- 

[ | | 
чии связи х+у-1=0; min =< == 

2°2) 2° 

Обсудим случай, когда систему (2) не удается фактически 

разрешить относительно переменных у, ..., Уи, т.е. когда не 

удается получить явные выражения для функций (3). 
Найдем для этого случая хотя бы необходимые условия суще- 

ствования экстремума у функции и = Л(х, ..., ху, ....Ут) При 

наличии связей (2). 

Итак, пусть точка Мо(хуо, -.. › Хо» У1о» --- ›Уто) Является точ- 

кой условного экстремума функции и = Л(ху,..., Хх, У, ..., Ут) 

при наличии связей (2). Это значит, что точка Мо(жо» «++» Xno) 

является точкой обычного экстремума функции и = O(xX,,...,X,,). 

Поэтому должно быть 

ao 
dx, +... += dx, =0. (5) 

Xn () Мо 9%? |. ft, 

(Равенство (5) — тождественное относительно (хи, ах., ..., aX, , 

ибо dx,, аХх., ..., dx, — дифференциалы независимых перемен- 

ных, и, следовательно,  =Ах,, dX, =Ах., , AX, =Ах,, где 

Ax,, Ах., ..., AX, — произвольные приращения.) Так как пол- 

ный дифференциал первого порядка сложной функции обладает 
свойством инвариантности формы, то условие (5) может быть за- 
писано в виде 

of ax, + of Ах. +... + of ax, + 

9х! (м. 9х2 [м Хп |4.) Мо 

+ of dy, +... + of dy, ЕО. (6) 
9 9 У (Mo Ym ()Mo 

(Заметим, что левая часть (6) равна нулю не тождественно относи- 

тельно у, ..., AX,, ау, ..., аи, ибо ау, ..., dy,, не являются 
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произвольными.) Подчеркнем, что если в уравнениях связи (2) 

вместо у, ..., Уи иметь в виду функции $ (ху,...,Х,), , 

Фи(х,.... Хи) соответственно, то получим тождества 

Н(ж, coe Хи P(X, cory Xn)s ... 9 Фит (ху, oe Xn)) 

В (X15 --- Xv Py (м, +. › Хи), --- > Pn (X19 +++ Xn) = 

| Fig (Xp eee > Хи, P(X ps oes Ха), ees P(X 1s «++» Ха) = 0, 

и, следовательно, dF, =0, dF, =0,, dF,, =0, т.е. 

OF, OF OF, OF 
9х, 9 +5. dx + 4 +5 Wm =0, 

n m 

OF; ЭР, ЭР, OF; _ 
1 3х dx, + Эх. “+7, у dy, + +> аут =9, a) 

Fn Fn “OF, па, | 
x, — dx, + +. ax, "у, р iy, + to dy, =0 

Отметим, что соотношения (7) выполняются, в частности, в точке 

Мо. Станем рассматривать систему (7) вточке Му. Оналинейная 

относительно неизвестных ау, ..., dy,,. Так как определителем 

системы (7) при неизвестных dy,, ..., ау» является якобиан /(Му), 

а он не равен нулю, то система (7) имеет единственное решение. 

Найдем из (7) выражения для ау, ..., dy,, через dx), ..., ах, и 

подставим их в (6). После приведения подобных членов получим 

соотношение вида 

A,dx, + Ао ах. +...+ A,ax, =0. (8) 

В соотношении (8) dx, =Ax,, dX, = Ax, , ах, = Ax, — произ- 

вольные приращения. Положив B (8) Ax, =1, 

Ax, = AX; =...= Ax, = 0, получим A, = 0. Положивзатем Ax, =0, 

Ax, =|, Ах; =...=Ax, =0, получим A, =0, ит.д. Положив, 

наконец, Ах, = Ax, =... = Ах, =0, а Ах, =1, получим A, =0. 

Таким образом, из соотношения (8) следует, что 

А =0, 4, =0, ..., A, =O. (9) 
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Если к соотношениям (9) присоединить т уравнений связи, кото- 

рым удовлетворяют координаты точки Мо(х1о, ... › Хо» У1о» «+ > 

Уто)› то получим систему из (п-+ т) уравнений для определения 

(п+ т) координат (хо, ... 5 Хо, У1о» «++ › Уто) точки возможного ус- 

ловного экстремума функции и = Х(ху,..., ху, ....Ут) при на- 

личии связей (2). 
II’. Метод Лагранжа для отыскания точек, подозрительных на 

условный экстремум. 
В предыдущем пункте I, при рассмотрении вопроса об услов- 

ном экстремуме, переменным X),...,X, и переменным у,... , Ут 

отводились разные роли, а именно: х|,..., х„ трактовались как 

независимые переменные, а у, ... ‚ у„ — как зависимые. Лагранж 

предложил метод, при котором все переменные равноправны. 
Умножим равенства (7) из 53, соответственно, на произволь- 

ные (пока неизвестные) множители №, Az, ..., Ам И результаты 

почленно сложим с (6). Получим 

[2 oF a, OF th es ay + 
Ox, Ox, Ox т 9 | 

of OF; OF, OF, АА, АРА, Ре т. 
Е 9х, ̂^? Ox, mo в + 

af OF; OF; Е, | 
(2 +A, x, +А.> x, +...+A,, ax, Jo + (10) 

\ 
+ ЗМ д, 9+ OF nm dy, + 

oy oy Oy; m oy, ) 

af OF, OF; OF 
+|— +A, —+A,— 1+... $A,, —* | =0. 

( =) ду Wm)” 

Все производные в соотношении (10) вычислены в точке 

Мо(Х о, «++» Хло› У» ---›Уто) (мы пока сохраняем неравноправие 

переменных). 

Попытаемся подобрать числа №, A>, ..., Ам такими, чтобы 

обращались в нуль коэффициенты при зависимых дифференциа- 

лах dy,, ау, ..., Аут, т.е. чтобы было 
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| of ., ah, WF OF. 
——+A, —+А. —+ А, —“ =0, 
д “д OY "ду 

4 В ._. (11) 
Fi ЭА а, en, Ohm о, 

| 9 9 WV OY m 

Видим, что такие числа обязательно найдутся, ибо (11) есть линей- 

ная система относительно Ay, Ay, ..., Ам Сс определителем 

J (X10 «+> Хно» У» «++ › Уто) # 0. Если ввести в рассмотрение функ- 
цию (функцию Лагранжа) 

у = 1 +^ А +A. +...+А Ш Еы, (12) 

то система (11) запишется в виде 

[oy _ 
| yy _ 
oy (1 1) 

— =0. 
|9Ут 

Заметим, что если в качестве чисел №, A, ..., Ат брать их значе- 

ния, определяемые системой (11) (или, что то же самое, системой 

(11)), то соотношение (10) через функцию Лагранжа с учетом (11) 

запишется в виде 

И + ах, =0. (13) 
п 

В соотношении (13) dx,, de>, ..., dX, — дифференциалы незави- 

симых переменных, т.е. At; = Ax,, dx, =Ах., , dx, =Ах,, где 

Ах, Ах, ..., AX, — произвольные приращения. 

Положив в (13) Ах, =1, Ax, = Ах; =...= Ах, =0, получим 

SY a0. Положив затем Ах, =0, Ax, =1, Ах; =...=Ах, =0, 
| 

oy получим x 0, ит. д. Положив, наконец, Ах, = AX, =...= 
2 

oy 
= Ax,-; =0, a Ax, =1, получим =0. Таким образом, при 

OX, 
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указанном выше выборе чисел №, A>, ..., Аи, получаем, что в 

точке Мо(хуо, ... ‚ Хло› У1о» «+» Уто) Возможного условного экстре- 

мума должно быть 

] ду (14) 

Если к уравнениям системы (14) присоединить уравнения связи (2), 

то получим систему (п+2т) уравнений для определения (л+2т) 

неизвестных. Этими неизвестными являются №, Ао, ..., Аш И KO- 

ординаты (X19, ... > Хло› 109 --- › Уто) TOUKH Му возможного условно- 
го экстремума. 

ПГ. Замечание о достаточных условиях для условного экстрему- 
ма. 

Пусть имеется функция 

и =f (Xp 9X75 ... Хи, У Уз» 0089 Ут) (1) 

и уравнения связи 

АО, ... „Хи, У» eee › Ут) = 0, 

Qe, (2) 
| Fig (Xp 5 Хи» УТь +. Ут) = 0. 

Считаем, что функции fu Ё (i =1,m) определены в области (D) 

((D) <R"*”). Пусть точка Мо(х, ... 5 Хно» У» «++ » Уто) — стацио- 

нарная критическая точка для функции Лагранжа 

у =/+^ А +...+А Ри. (12) 

Пусть us(My) — §-OKpecTHOCTb точки Мо (считаем, что 

и; (Мо) < (D)). Предполагаем, что функции/и F; (1=1,т) имеют 

в и (Мо) непрерывные частные производные первого и второго 

порядков. 
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Пусть Е — множество всех точек из и;(Мо), координаты 

которых удовлетворяют уравнениям связи (2). Следовательно, 

Fi (M)= F,(M)=...=F,,(M)=0, если точка М ЕЕ. Но тогда для 

любой точки М ЕЁ будем иметь 

Af = (М) - Л(Мо) = y(M) - (Мо) = Ay. (15) 
Для функции У напишем формулу Тейлора с центром разложе- 
ния в точке Мо: 

_ 1 12 
Ay =, +54 У 

где VW — некоторая точка из и; (Мо). Таккакточка Мо — стационар- 

ная критическая для функции YW, то ау My = 0 и, следовательно, 

ду = 5424 (16) 
2 м` 

Введем в рассмотрение dyl . Имеем 
0 

ox | OX, OX, ду | ду т 

+e dy, + аут. 
ЗУ м, OY mi м. 

Ho = =0, , = =0 (cM. (11)). Поэтому 
ду! Мо OY m Мо 

3 3 3 3 2 
а =| ах +...+—— dx, +— dy, +... + —— Vw, (2 | ae +4 >, Vm) у (17) 

°) 10 

2 

от] . 
0 

(*) № 

не является квадратичной формой относи- 
0 

Отметим, что d7y 
M 

тельно dx,,..., ах,, 4, ..., dY,, так как дифференциалы 

dy,, ..., Аут зависят от дифференциалов (Ху, ..., ах, . 
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У нас зависимые и независимые дифференциалы связаны 

системой линейных соотношений (7). Так как по условию опреде- 

литель У(Мо)*0, то из (7) зависимые дифференциалы 

ау, ..., ауи выразятся линейно через независимые dx), ..., ах, . 

Если в соотношение (17) подставить вместо dy), ..., ау их 

выражения через Хх, ..., dx, ‚ то для dy получим квадратич- 
0 

ную форму относительно дифференциалов dx,, ..., dx, . Можно 

доказать, что: 
1) Если эта квадратичная форма окажется определенной, то у 

функции и= Л (х,..., х,Урь....Ут) При наличии связей (2) в 

точке Му будет условный экстремум. Это: 

а) условный минимум, если квадратичная форма положитель- 
но определенная, и 

6) условный максимум, если квадратичная форма отрицатель- 
но определенная. 

2) Если же упомянутая квадратичная форма окажется неопре- 

деленной, то условного экстремума в точке Му у функции 

и = Л(х,.... ХУ, ....Ут) при наличии связей (2) нет. 

(Доказательства справедливости утверждений 1) и 2) интере- 
сующийся может найти в книге Л.Д. Кудрявцева “Курс математи- 
ческого анализа”, т. 2, а также в книге Г.М. Фихтенгольца “Курс 
дифференциального и интегрального исчисления”, т. 1.) 

$4. Примеры и задачи на экстремумы 
функций нескольких переменных 

Пример 1. Исследовать на экстремум функцию 

=х? - хучу? -2х+у. 
Решение. Находим частные производные <, =2х-у-2, 

<, =-х+2у+1. Стационарные критические точки находим из 
системы 

= 0, -~y-2= 
йе > > y-2=0 > x=l1, y=0. 

, — —_ z, =0 2y-x+1=0 

Значит, точка М, (1, 0) — стационарная критическая. 
Для проверки достаточных условий локального экстремума 

находим частные производные второго порядка: &*; =2, 2x, =-1, 

Zz =2. Имеем 
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А= =”. (М!) =2, B=2%,(M,)=-l, 

С ==”: (M,) =2, р=АС- В? =3 (>0). 

Так как D>0O u А>0, то М, (1, 0) — точка строгого минимума 

< тт = < (1, 0) = —1 . 

Пример 2. Исследовать на экстремум функцию 

=х3 + у? — Зху. 
Решение. Имеем 5» = 3x? -Зу, 2, = 3у? -Зх. Стационарные 

критические точки находим из системы 

| = 0, 2 _ = = 0, =“, x > x y=0, > x} y, =0 

zy, =0 y -х=0 x, =1, у2 =I. 

Значит, M,(0,0) и М. (1, 1) — стационарные критические точки 

Имеем, далее, 2”. =6бх, 2%, =-3, Zr =6У. 

1) Для точки М, (0,0): 

= 2 (0, 0) = 0, B= <ху (0, 0) =-3 

= 5,2 (0, 0) =0, D = AC - В? =-9 (< 0). 

Следовательно, узаданной функции вточке М, (0, 0) экстремума нет 

2) Для точки М> (1,1): 

А= =”, (1,1) =6, В=,(,1) = -3, 

= = (1,0 =6, D=AC-B? =27 (>0. 

Так как > 0 и А>О0, то М. (1,1) — точка строгого минимума; 

Zmin = 201, 1) =-1. 

Пример, 5. Исследовать на  экстремум функцию 

= 2х‘ +у* —2y?. 
Решение. тих <. = 8x? —2х, <, = 4y? —4у. Стационарные 

критические точки находим из системы 

 — 0, 2 nV 
<x > Gx. 1) = 0, 

zy =0 У -1) =0 

=> x,=0,y,=0; x, =0,y,=1; x; =0,y¥3 =-1; 
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Значит, М (0, 0), М> (0,1), Мз(0,-1), м‹(5.0). м;(5. 1), 

ме5,-1), M,-3.0), м'(-. |, M(-3.-1) — стационар- 

ные критические точки. 

Имеем, далее, 27 = 24х? -2, 27, =0, К. = 12у? —4. 
1) Для точки M,(0, 0): 

= &.2 (0, 0) =-2, B=2,,(0,0) =0, 

= 2”: (0,0) =-4, Р=АС-В”=8 (>0. 

Так как D>0 и А <0, то М, (0, 0) — точка строгого максимума; 

Zmax =<(0,0) =0. 

2) Для точки joe 1): 

", (0,1) =-2, B=z7,(0,1) =0, 

= <". (0,1)=8, D=AC-B* =-16 (<0). 

Следовательно, в точке М> (0,1) экстремума нет. 

3) Для точки M,(0,-1): 

А = =”, (0,1) =-2, В = 2х, (0,1) = 0, 

С = 2% (0,1) = 8, р=АС- В? =-16 (<0). 

Следовательно, в точке Мъ (0, —1) экстремума нет. 

4) Для точки м1. 0} 

A=2n(S, 0} = 4, ВЕ 5(5-0}=0, 

C= als: 0} = -4, D=AC-B? =-16 (<0). 
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| 
Следовательно, в точке м5. 0 | экстремума нет. 

5) Для точки м, (5. у. 

” | _ wht | _ 
A =2n(5, |4 В = (5.1) 0, 

c=2n(3,1]=8, D = AC - В? = 32 (>0). 

Так как D>0 u A>O,TO M5. } — точка строгого минимума; 
2 

г. - (5 \}=-2 
min — 2’ — 8° 

6) Для точки м5 =1}: 

и | и | _ 

A= fy E = 4, В= (3 -1) =° 

c=2n(5-1)=8, D = AC - В? =32 (>0). 

Tak как D>0u А>0,то M+ =) — точка строгого минимума; 

т =2(5 -)--$ min — 2’ — 3’ 

7) Для точки м (-. 0}: 

c=27,(-5,0]=-4, р=АС- В? =-16 (<0). 

1 
Следовательно, в точке М7 -5, 01 экстремума нет. 
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1 
2 

1 1 —,1|=4, B=z”|-—,1]=0, 5 ) 22 5 } 0 

c=2n(-3,1}=8 D = AC - В? =32 (>0). 

Tak Kak D>0Q u A>0,TO м, (>. у — точка строгого минимума; 

min 2’ 8’ 

9) Для точки м;-5. - i} 

C= 2n(-3.-1}=8, D = AC - B* =32 (>0). 

Tak Kak D>0 u A>0,TO M5. - у — точка строгого миниму- 

ма; Zmin = г(- 5-1) =-2. 
2 8 

Пример 4. Исследовать на экстремум функцию z = (х-у+1)?. 

Решение. Имеем 2, = 2(х-у+1), &, =-2(х-у+1). Стацио- 

нарные критические точки находим из системы 

<. = 0, 2(х-у+1) =0, 

a 7 И 
— все точки прямой х-у+1 = 0 — стационарные критические. 

Имеем, далее, 72 =2, 2х =-2, < = 2. Следовательно, в каж- 

now точке прямой х-у+1=0: A=2, В=-2, С=2, 

D =АС- В? =0. Нужны дополнительные исследования. 

По виду заданной функции замечаем, что г =0 в каждой 

точке прямой х-у+1=0 и что & > 0 в любой точке плоскости, 
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не лежащей на этой прямой. Значит, каждая точка прямой 

х-у+ | = 0 является точкой нестрогого минимума. 
Пример 5. Исследовать на экстремум функцию 

2 =х?у3(6-х-у). 
Решение. Имеем <, = ху? (12-3х-2у), zy = x*y?(18 - 3x —4y). 

Стационарные критические точки находим из системы 

х =0, у- любое; 

=> у=0, х- любое; 
о > ea 

x=2, y=3. 
zy =0 х?у? (18 - 3x - 4y) = 0 

Значит, точки M,(2,3); М.(0,у), ye(—~,+0) и M3(x,0), 

ХЕ (-°©°, +00) — стационарные критические точки. Имеем, далее, 

2”, = 12? — бху? -2y4, 23, = 36xy? - 9x7y? - Bry", 

< = 36х?у — бхЗу-12х?у?. 

1) Для точки Му (2, 3): 

А = 22 (2, 3) =-162, В=<,,(2,3) =-108, C= < (2, 3) = -144, 

D = AC - В? = 162-144-1087 >0. 

Так как D>0, А<0, то M,(2, 3) — точка строгого максимума; 

Zmax = < (2, 3) = 108. 

2) Для точек М (0, у): 

А= =^, (0,у) =12у*-2у“, B=2%,(0,y) =0, 

С = =” (0, у) = 0, р=АС- В? =0. 

Нужны дополнительные исследования. 

Найдем приращение заданной функции в точке М. (0,у). 

Имеем 

Az(0, у) = (0+ Ах, у + Ду) - Г (0, у) = f(0+Ax,y+Ay)-0 = 

= 42(0, у) = (Ах)? (у+ ду) (6 -Ах-у- Ay) = 

= (Ax)?(y + ду)? [6 (+ Ay) - Ax(y + Ay) - (y + Ay)? |. 
Видим, что знак приращения Az(0, у) определяется знаком величины 
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[6(7+4у)- Ax(y + Ay) -(y + Ay)? |. 

При достаточно малых AX и Ay знак величины, стоящей в квад- 

ратных скобках, будет совпадать со знаком величины (бу-у?), 

когда (бу —y*) #0. Выясним, для каких значений у: бу- у? > 0 

и для каких значений у: бу-у? <0. 

а) бу-у? = y(6-y)>0 для 0<у<6. 

Так как z(M>) = <(0, у) =0 итак как Д<(0, у) > 0 для уЕ (0, 6), 

то заключаем, что заданная функция в точках M,(0,y), когда 

0< y <6, имеет нестрогий минимум. 

6) 6y—y? = y(6-y) <0 для у= (-<, 0) U (6, +=). 
Так как 2(M,)=2(0,y)=0 и так как Az(0,y)<0 для 

у = (-©, 0) Ц (6, +), то заключаем, что заданная функция в точках 

М> (0, у) ‚ когда у = (-°з, 0) Ц (6, +00), имеет нестрогий максимум. 

Отметим, что в точках М 2(0,0) и М 2(0,6) функция 

< = f(x,y) экстремума не имеет, ибо при х=0 приращение 

Az(0,y) меняет знак при переходе переменной у через точки 

y=0 H y=6. 

3) Для точек M;(x, 0): 

A=2%(x,0)=0, B=2z%,(x, 0) =0, 

С = < (х, 0) = 0, р=АС- В? =0. 

Нужны дополнительные исследования. 

Найдем приращение заданной функции z= f(x,y) в точке 

M(x, 0). Имеем 

Az(x, 0) = f(x + Ax, 0+ Ay) — f(x,0) = f(x+Ax,0+Ay)-0 = 

=  Az(x, 0) = (x + Ax)?(Ay)?(6- x - Ax — Ay) = 

= (x + Ax)? (Ay)?| 6ay — xAy - AxAy - (ay)? | . 
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Видим, что знак приращения Az(x, 0) определяется знаком вели- 

ЧИНЫ [6лу — xAy - AxAy — (Ay)? | . При достаточно малых Ах и Ay 

знак величины, стоящей в квадратных скобках, будет совпадать со 

знаком величины (6—x)Ay. Следовательно, для хе (-°°, 6): 

Az(x,0)>0, если Ау>0, и Az(x,0)<0, если Ду<0; для 

хе (6, +00): Д&(х, 0) < 0 ‚если Ay>0,u Дс(х, 0) > 0 ‚если Ду <0. 

У нас в точках M,(x,0): (х, 0) =0 (2 =0 в точках оси Ox). 

При переходе через ось Ох функция Z = f(x,y) меняет знак как 

ДЛЯ x (-°°, 6), так и для x (6, +). Следовательно, в точках 

М. (х, 0) , хЕ (-°=, +00) функция z = f(x,y) экстремума не имеет. 

Пример 6. Исследовать на экстремум функцию # =х*+у“ - 

-х? -— 2ху — у? . 

Решение. Имеем х. =4х3 -2х-2у, 2 =4у* -2х-2у. Cra- 
ционарные критические точки находим из системы 

= 0, 3 0 _ 
x > ax" х-у=0, 

zy =0 2y° -х-у=0 
> 

=> x, =0,y, =0; x =Ъу, =1; x, =-Ь уз =-1. 

Значит, M,(0,0), М> (1,1), 43(-1, -1) — стационарные критиче- 

ские точки. Имеем, далее, 2”, =12х? -2, <, =-2, zn = 12у2 —2. 

1) Для точки М, (0,0): 

А= 5% (0,0) =-2, B=2z%,(0,0) = -2, 

С =2% (0, 0) = -2, р=АС- В? =0. 

Нужны дополнительные исследования. Имеем <(0, 0) =0. 

а) Возьмем линию у=х, проходящую через точку (0,0). 

В точках этой линии Z = 2x* -4х? =2х?(х? -2) = :<0, если 

0 <|x|< J2. Значит, в точке (0,0) нет минимума. 
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6) Возьмем теперь линию у=-х, 

проходящую через точку (0, 0). В точ- 

ках этой линии г =2х* >0, причем 

< =0 лишь в точке (0,0). Значит, 

в точке (0, 0) нет максимума. 

Общий вывод. У функции 

Рис. 4.5 z= f(x,y) в точке (0,0) нет экстре- 

мума. 

2) Для точки М> (1,1): 

А= <. 2 (1,1) =10, В=:,,(1,1) = -2, 

С = 2 (1,1) =10, р=АС- В? =96 (>0). 

Так как > 0 и A>0, то М. (1, 1) — точка строгого минимума; 

Zmin = 21, 1) =-2. 

3) Для точки M,(-1,-1): 

A=2%(-1,-1)=10, B=z%(-1,-l)=-2, С = 2” (-1,-1 =10, 

р=АС- В? =96 (>0). 

Так как В >0и A>0,To М. (-1, -1) — точка строгого минимума; 

Zmin = 2(-1, - 1) = -2. 

Пример 7. Исследовать на экстремум функцию 

=ху+50+20 (x>0, y>O). 
x у 

, 50 |, 20 
Решение. Имеем <, = y—-—>, <, =X ——z. Стационарные кри- 

x У 
тические точки находим из системы 

|, 50 _ 4 
z, =0, yo = ’ 

= 0 «> < 20 => x=5, у=2 

<, = x-—=0 
у 
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Значит, М(5, 2) — стационарная критическая точка. Имеем, да- 

» _ 100 » _ 40 
лее, 22 ==, 2х, =1, Z2 =—=z. Для точки Мб, 2): 

х У у 

= 326,2) =5, B=25(5,2=1 
С = 1 (5, 2) =5, р=АС- В? =3 (>0). 

Так как D>0 и А>0, то M(5, 2) — точка строгого минимума; 

тт = 2(5, 2) = 30 ° 

Пример 8 Исследовать Ha 

2 2 

22st -% (a0, b>0). 
a 

экстремум функцию 

2 2 2 2 
Решение. Должно быть: 1----L 206 ^+2<1. Имеем 

а b a b 

2 2 

y[t- 2-2, , 2 y? x a b 
&х = Vl -—- Fy 

х2 у? 
(считаем, что —+-—= yt <1). Стационарные критические точки, 

а 

лежащие внутри эллипса, находим из системы 
( 2 2 

, y}1-25--4 |=0, 
{2 ’ N а b 

г’ = > 1/ 2 2 > 
, x 1-25-29 -1 

\ а р 

b 
> x, =0, y =0; x2 ==, 2 =; | | 2 В У? B 
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а b a b a b 
= =’ = =, 25 =--= === 

Значит, М1 (0,0), м, +). м. м.) 

u-- В’ -=|- — стационарные критические точки. Имеем, далее 

1) Для точки М (0, 0): 

А =. 2 (0,0) =0, В=х,,(0, 0) = 

= <": (0,0) =0, D=AC-B* =-1 (<0). 

Значит, Му (0, 0) не является точкой экстремума 

2) Для точки вы +): 

= (Ma) =-— 2, Baz; (Ma) = — 

С=&,2 (М>) 
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а В 
— +.) — точка строгого макси- Так как D>0 u А<0, то м2. 5 

| =) ab 
мума; Zina = 2 ВВ =—. 

3) Для точки "ns =] 

2in(M3)=— 2, В=аМУ=-- 
3 a V3 

ое р=АС- В? =4 (>0). 

Так как D>0 u А>0, то Ml +.) — точка строгого мини- 

Co
 

а а b 
мума; зи = Z| —=,-—= |=-—=. 

у т | =| 3/3 

4) Для точки м = +.) 
3 

4 ь 2 
М.) =—=.-, B=27,(M,)=-—, (М) 5 a (М) т 

(мо =e Es р=АС- В? =4 (>0). 

Так как D>0Q u A>0,TO м и — точка строгого мини- 

, а b ab 

mes Eni NB BY) NB 

5) Для точки м - = - +) : 
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4 5b 2 А = ” M о. В = и ^^ 
Z 52 ( 5) V3 а’ Zxy (М5) V3” 

ом _ 4 a _ 2_ 
Су: (М5) =, О = АС- B* =4 (> 0). 

a b 
Так как D>0 u A<0,TO М; -—-—=| — точка строгого мак- 

{ B ты) me 
симума; Z ев 

> mes V3 V3) 343. 

Пример 9. Исследовать Ha экстремум функцию Z = ax + by +¢ 
x2 +у? +1 у 

(a#z0,5b#0). 
Решение. Имеем 

ayx? + у? +1 -(ax+ by +0) 
, x2 +y2 +1 _ 

AN
 И 

x+y? +1 

_ a(x? + y? +1) - х(ах + by +c) 

(х?+у? 41)? 

р b(x? +у? +1) - y(ax + by + с) 

7 (x? +у? +1)? 

Стационарные критические точки находим из системы 

z, =0, м la(x? чу? +1)-x(ax+by+c)=0] . (-5) 
Ь(х? +у? +1) -у(ах+Бу+с)=0| -a 

(*) 
(bx - ay) (ax + by +c) =0, 

a(x? + y? +1)-x(ax + by +c) =0. 

Рассмотрим случаи: ©) с=0и В) с=0. 

Система (*) в случае «) будет такой: 

(bx - ау) (ах + by) =0, 

а(у? +1) — bxy =0 
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1 bx -ay =0, _, bx = ay, bx = ay, 

а(у? +1) - bxy =0 a(y? +1) -ay? =0 a=0 

— невозможно (у Hac a #0); 

= —by 

ax + by =0, | ах 5’ 

в <0 — [а +1)+—y? =0 me 

Г xe-2y, a 
(a? + b*)y? +a? =0 

— невозможно. 

Таким образом, в случае о) система (*) не имеет веществен- 

ных решений. Значит, если с =0, то функция z(x,y) не имеет 

стационарных точек. 

Рассмотрим теперь случай В): с*0. Из системы (*) следует: 

b 

1 bx — ay = 0, 72а” 

a(y?+1)—- bxy —cx =0 > Пи 2 exo ~ 
a 

a-cx =0 

a b 
значит, М (2.2) — стационарная критическая точка. 

с 

невозможно, ибо a(x? +у? +1) #0 при 
ах + бу+с=0, 

) a(x? +y7+1)=0 

a#Q. Итак, у заданной функции имеется единственная стацио- 

а b 
нарная критическая точка М (<,2). Для проверки достаточных 

С 

условий локального экстремума найдем частные производные 

второго порядка: &,2, 2ху, 22. Имеем 
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” by +c 3x[a(x? + у? +1)—x(ax + by +c)] 
2 > 

х 7 (x? +y? + 1)7/2 = (x? +y? + 15/2 

и __ ay + bx Зху(ах + by +c) 
xy (x? +у? +1)? (x? +у? + 15/2 , 

a”, a RHE —3y[bG2 +y? +1) - ylax+ by +0)| 
(2 ey? +192 (х2 +92 +192 

Для точки м(* 2): 
с’с 

2, 2 
A=2n(4,2)=- b* +c 5, 

© © С | 
с? с? 

а b ab 
B=25(2,2}- 2° 

© о с a | 
с? с? 

2, 2 
c= 2n(5 2}=- a +c т, 

_ С | cg? 

2, 12,2, 2 2,2 
р = АС pee +c“)(a~ +c”) a“b _ 

27,2 , 12, „2 _ cla + b* +c”) (> 0). 
3 

2 а? b? 
cls +z +1 

с с 

а 
Так как D>0O, то м(=. — точка экстремума. 

с 
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1) Если с>0, то А<0. В этом случае u(2.2) — точка 

ав — У + +е? строгого максимума; ги = {| -,- |= а" +67 +с“. 
сс 

2) Если с<0, то А>0, и, следовательно, в этом случае 

а b а b 
u( 2) — точка строгого минимума; <min = {< 2) = - а? +b? + с. 

Пример 10. Исследовать Ha экстремум функцию Z = 1— yx? +у2. 

Решение. Имеем для любой точки, отличной от точки (0,0): 

tf ty eae, He, (x,y) # (0,0). 
x +y x +y 

Видим, что заданная функция не имеет стационарных критических 

точек. Покажем, что у данной функции вточке (0,0) не существу- 

ют частные производные первого порядка. В самом деле, имеем 

1) A,2(0,0) = &(0+ Ax,0) - z(0,0) = ( - (0+ ax? - 0) -1=-|Ax]= 

A,z(0,0) _ _ АХ _|Ъ если Ах<0, т А ‚< (0,0) 

Ax Ax |-l, если Ax>0 Ax>0 Ax 

не существует. 

2) A,z(0,0) = (0, 0 + Ду) - z(0,0) = (| -\0+ 0+ ay)? )-1 =-|Ay| > 

‚ Ayz(0,0) 
lim 

—1, если Ау>0 ду-0 Ay 

А,=(0,0) _ _ [ay _]Ь если Ду<0, 

Ay Ay 

не существует. 

Значит, точка М (0,0) — критическая для заданной функции. 

Исследуем ее. Имеем (0.0) =1. Найдем приращение Az функции 

в точке (0,0). 

Az(0,0) = z(0 + Ax, 0 + Ay) - z(0, 0) = 

- ( - (0+ ax)? + (0+ Ay)’ )- | = -y(Ax)? + (Ay)? . 
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Видим, что Д< (0,0) < 0. Следовательно, данная функция = f(x, y) 

в точке (0,0) имеет строгий максимум; тах = < (0,0) =1. 

Пример 11. Исследовать на экстремум функцию <= 

= (x? +92) erty), 
‚ _ 2,2) р-(х? +7?) 9’ = 2у(]-х2- Решение. Имеем Zz, =2х(1-х^ -у^)е ‚<, =2y(1-x 

ЗИ: -y)e (x'+y") . 

= M(0,0) и все точки окружности x? + у? =1 являются стацио- 
нарными критическими для заданной функции. Имеем, далее, 

2% = Let) (1 - 5х? — у? +2х4 + 2x?y?), 

2%, = 4e ху (x? + y? -2), 
2%, = Le HI] — Sy? — x? +24 + 2x7y?), 

Для точки М(0,0): 

А= ^, (0,0)=2, В=2/. (0,0) =0, 

С = 2%, (0,0) = 2, р=АС- В? =4 (>0). 

Так D>0O и А>0, то М(0,0) — точка строгого минимума; 

Zmin = 2(0,0) =0. 

Для исследования стационарных критических точек заданной 
функции, лежащих на окружности x*+y*%=], положим 

x? + у? = f и станем рассматривать функцию одной переменной г: 

=". Имеем <; =(1-1е"' => 2 =0 при tf =1. Значит, #=1 — 

стационарная критическая точка функции z(t). Имеем, далее, 

Zn = (t- 2) e'. Tak как zal =-е`! <0, то функция z(t) имеет 

максимум в точке =|. Следовательно, функция < = 

=(x° +у^)е имеет нестрогий максимум в точках окруж- 

ности x? +y? =1, причем &тах = е-!. 
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Пример 12. Исследовать на экстремум функцию 

и=х? ty? +22 +2х+4у- 65. 

Решение. Имеем uy =2x+2, и, =2у+4, и, =25-6. Стаци- 
онарные критические точки находим из системы 

и’ =0, х+1 = 0, 
и, =0, <> \1у+2=0, = 

мг =0 < -3=0 

= M(-l, -2, 3) — стационарная критическая точка. Имеем, далее, 

из =2, uy, =0, их, =0, 

иух = ) иуз = , uy, = 0, 

— Их =0, uy =0, из =2. 

Для точки M(-l, — 2, 3): 

ay, =2, a2 =0, аз =0, 

а =0, a) =2, a3 =0, 
аз =0, аз =0, азз =2. 

Так как 
а! a2 20 

аи =2 (> 0), а а, -| 4 (> 0), 

а! 42 аз 200 

42, @›2 аз|=|0 2 0|=8 (>0), 
Q3; 432 @33 00 2 

то заключаем, что 

тт =< (-1, — 2, 3) =-14. 

М (-1,-2,3) — точка строгого минимума; 

Пример 13. Исследовать на экстремум функцию и =x? +у? + 

+27 + 12xy +2z. 
Решение. Имеем и’ =3x?+12y, и, =2у+12х, и; =22+2. 

Стационарные критические точки находим из системы 

и’ = , x? +4y =0, x, =0, X, = 24, 

ju, =0, <> +y+6x=0, => у=0, у. =-144, => 

jul = z+1=0 Z=-l  &2=- 

=> M,(0,0,-1), M,(24, -144, -1) — стационарные критические 

точки. Имеем, далее, 
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и’ =6х, их, =12, и 0 

Иух = 12, и =2, и’ =0, 
м —_ м _ их =0, и. =0, и 2 

1) Для точки М> (24, -144,-1): 

а = 144, @|2 = 12, аз = 0, 

a4, = 12, a4) = 2, 23 = 0, 

a3, = 0, @32 = 0, азз = 2. 

аи 912 Так как а! =144 (> 0), 
@2| 49 12 2 

[о |4 (> 0), 

Qi; @|2 аз 144 12 0 

45; 422 @2з | = 12 2 0|=288 (> 0) , 

43, 432 433 0 0 2 

TO квадратичная форма положительно определенная. Следователь- 

но, М> (24, - 144, -1) — точка строгого минимума; ити =и (24, 

_ 144, -1) =- 6913. 

2) Для точки М, (0, 0, -1): а =0. Поэтому вопрос о наличии 

или отсутствии экстремума в этой точке требует дальнейших 

исследований. Имеем 

du = 3x7dx + 2y dy +2zdz+12y dx +12x dy +2dz; 

аи = 6x (4х)? +2(dy)? +2(dz)? +24dxdy = 

= dul = 2(dy)? + 2(dz)? + 24dxdy + 0-(dx)?. 
1 

Рассматриваем квадратичную форму yw = 2(dy)? + 2(dz)? + 24 dxdy + 

+0. (4х)? . (Если хотя бы в двух точках эта квадратичная форма при- 

нимает значения разных знаков, то она неопределенная.) Положим: 

a) Ах =1, dy=1, dz=0. Тогда wil, 1, 0) =26 (>0); 

В) ах =1, dy=-1, dz=0. Тогда wil, —1, 0) =-24 (<0). 

Видим, что квадратичная форма Y — неопределенная. Значит, у 

заданной функции в точке М, (0, 0, - 1) экстремума нет. 
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2 
Пример 14. Исследовать Ha экстремум функцию и = х+ + 

22 

+22 (х>0, у>0, z>0). 
у < 

2 2 2 < 2 
Решение. Имеем и, =1-2,, ==>, и. >. 

4х 2х у 7 < 
Стационарные критические точки заданной функции в первом 

октанте (х>0, у>0, &>0) находим из системы 

и’ = 0, Гу? = 4х2, у=2х (т.к. х> 0, у> 0), 

ju, =0, > sy? = 2х2, => 44=0х (т.к. х>0,5>0), = 

ju, =0 | 53 =у 8х? = 2x 

=—, = |, =|. => Xx 5 у < 

| 
М [5. 1,1 | — стационарная критическая точка. Имеем, далее, 

2 = = их. = 0, 

Хх 2х3’ aid 2x?’ xe 
и” — _ у и” —_ | 22? ” 2< 

ym 2x? , у 2х y? ° ye y? , 

2: 2 4 и” =0 и — _ ”, =—+4+—. 

< ? < у? ? г у 23 

Так как 

Ay, @12 4 -2 =4 = = ayy (> 0) ay, ayy № 3 | 8 (> 0) 

Qi; @а2 аз 4 -2 0 

Ay, Ay, аз|=|-2 3 -2|=32 (>0), 

43, 432 433 0 -2 6 
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то квадратичная форма положительно определенная, и, следова- 

| | 
тельно, zh! — точка строгого минимума; ити =И shi = 4, 

Пример 15. Исследовать Ha экстремум функцию 2(x,y), 
заданную неявно уравнением 

x? +у? +727 -2х+2у-4:-10=0. (*) 

Решение. Имеем F(x,y,z)=x? +у? +27 -2х+2у-4#-10; 

, Fy 2х-2. , Fy <х =- = — = — 
2 Гу __2у+2 

Е 2-4’ “% Е 25-4 

(считаем, что &##2). Стационарные критические точки 
находим из системы 

zi = 0, 2х-2=0, 

14, =0, < 32у+2=0, > 

| F =0 x? +y? +=? -2x4+2y —-4z-10=0 

Точки M,(1,-1,-2) и M,(l, —1, 6) — стационарные критические. 

Из уравнения (*) находим 

2xdx+2y dy +2zdz—2dx+2dy-—4dz=0 = dz=0 

встационарных критических точках, т. е. dz(M,) = 0 nu dz(M,) =0. 

Затем вычисляем второй дифференциал в стационарных критиче- 
ских точках: 

2(ах)? + 2(4у)? + 2(dz)? +2:4?:-44?#=0 © 

=> (4)? + (4)? + (dz)? +(z-2)d*z=0 = 

= 1) d*z(M,) = = [@9 + (4)? | — положительно определенная 

квадратичная форма. Следовательно, М, — точка строгого мини- 

мума, причем и =-2: 
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2) d*z(M 2) = - к [@5: + (dy)? | — отрицательно определенная 

квадратичная форма. Следовательно, М, — точка строгого мак- 

симума, причем гп, =6. 

Пример 16. Исследовать Ha экстремум функцию 2(x,y), 

заданную неявно уравнением 

x+y? +52 -х-у+2х+2у+2-2=0. 

Решение. Имеем F(x,y,z) =x? +у? +27 -ж-у+2х+2у+2:-2; 

Стационарные критические точки находим из системы 

<. = 0, 2х-#+2=0, 

15, = 0, >  2y-7+2=0, => 

| F=0 xr ty? +=? —xz—-ye+2x4+2y+2z-2=0 

x, =-3-6, y, =-3-6, z = -(4 + 2v6)} 

x, =-3+ 6, y, =-3+ 6, zo = 2V6 -4. 

M(-3-V6,-3-v6,-4-2V6) и M,(-3+V6,-3+6, 2v6 -4) — 

стационарные критические точки. Из заданного уравнения находим 

2x dx+2y dy +2zdz-—zdx —xdz-—zdy—ydz+2dx+2dy+2dz=0. 

Отметим, что в стационарных критических точках dz =0, т.е. 

dz(M,)=0, dz(M,) =0. Вычисляем второй дифференциал в ста- 

ционарных критических точках: 

2(dx)? + 2(dy)? + 2(dz)* +25 d?z —- фик — dxdz - Фу -— dydz +24? =0 © 

> (z+1)d*z + (dx)? + (dy)? + (dz)? -dxdz-dydz=0 = 

= 1) d*z(M,) = dx)? + (dy)? | — положительно опреде- 
saa 

ленная квадратичная форма. Следовательно, M, — точка строгого 

минимума; ти = -(4+ 2/6). 
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| 
2) d*z(M>) = ах)? +(dy)*| — отрицательно опреде- ) =: [(dx)? + (4)? | — отр р 

ленная квадратичная форма. Следовательно, М> — точка строго- 

го максимума, Zmax = 26-4. 

Пример 17. Исследовать на экстремум функцию <(х, у), за- 

данную неявно уравнением 

(x? +y? +77)? = а? (х? +у? -z?), (*) 

Решение. Имеем F(x,y,z) = (х? +y? +22)? — а? (х?+у? - #2); 

_ x (2x? +2у? +212 фа?) , 

Е z(2x? +2у? +242 +7)’ 

г у _ у (2x? +2y? + 2:2 -а?) 

у Е г (2х? + 2y? + 2:2 +а?) 

(считаем х*0). Стационарные критические точки находим из 
системы 

0, Ё (2x? +2у? +212 -а?) =0, 

42, =0, <> 4y(2x? +2y? +257 -a’) =0, 

0 

=> 
2 

(x? +y?2 +27)° =a?(x? +y? - =?) 

> I1)x, =0, у =0, < =0 (не подходит, у Hac z #0). 

2 а 
рух + +2 a>, 5 

(x?-4y?4 27)" = а? (х?+у?- 2?) 

| 2 | 2 
а За 

х2+у2+12 ==, x*4+y? ==, 
<=> ¢ 2 — . => 2 2 

х2+у?- 2? =F 2? = 
4 8 

=> стационарными критическими точками заданной функции будут 

2 а 
все точки м5 М ( 35) для которых x? + y? — 34_ 2.2 } 3 J 9 2./2 ) Г ° 
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3) Отметим, что системы 

x=0, У=0, 
2х2 +2у2 +252 —a* =0, и 42x? +2y? +227 -а? =0, 

(x? +y? +27) =a? (x? + y? - г?) (x? +у? +22) =а?(х? + y* =?) 

x = 0, x? = 3a?/8, 
дают соответственно: лу? = 3a7/8, и 3у=0, Легко видеть, 

|<? = а? /8 5? =a’/8. 

что решения этих систем содержатся в решениях пункта 2). 
Таким образом, стационарными критическими точками за- 

. а 
данной функции являются лишь точки м. 

а За? 
М nse, для которых x? + y? =—— (это есть точки, 

{ 242 P yo a | 
лежащие на поверхности, определяемой заданным уравнением 

За? 2 2 
+y -8 , т. е. (*), соответствующие точкам окружности: х 

точки пересечения поверхности, определяемой уравнением (*) 
с цилиндрической поверхностью, определяемой уравнением 

2 
x+y = — ). Из заданного уравнения (*) находим 

2(х? +у? +27) (xdx + y dy + z2dz) —a7(xdx + ydy -zdz)=0. 

Находим второй дифференциал: 

A(x dx + y dy +z dz)? +x? +y? +22).| (dx)? + (dy)? + (dz)? +24? |- 

- а? (dx)? + (dy)? - (dz)? - zd?z] =0. 
Вычислим теперь второй дифференциал в стационарных крити- 

ческих точках М> и М3. Приняв во внимание, что dz|,,,=9, 

2 
_ __@_ =“ 2 y2472y| = 2 d2|4,=9, Z1y,> rk a В и что (x° + y" +2 1 „= >, 

2 2 2 a’ 
+ у +2 „=>, получаем 
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-42 af 
4? | —~=(xdx + ydy)’, dz, = -4 ——(xdx+ydy)’., 

M, 

Имеем 

(хах+у4у)? = x? (dx)? + 2xy dxdy + y*(dy)? => 

> А=х?, В=ху, C=y*?, D=AC-B* =x’*y*-x’y? =0. 

Значит, без дополнительных исследований ничего определенного 
о наличии или отсутствии экстремума в точках M, и М; сказать 
нельзя. 

В уравнении (*) положим x? +у? =r?. Будем иметь 

2 _ Va‘ +8a2r? — (a? +2r?) 

2 

У нас в точках поверхности, определяемой уравнением (*), COOT- 

За? 
ветствующих точкам окружности х2 + у? = > ‚ т.е. вточках М> 

2 (г? +27) =a’(r? —z7) — г 

2 
и М:: z*= = Станем вычислять значения аппликат точек по- 

верхности (*), соответствующих точкам окружностей x? + у? = r?, 
2 За 

где г? = >t = (= — достаточно малая величина). Будем иметь 

22 = 6 + За* +8a7e - -(« +t sre] 
2 

= 5 | Vea? + 8а?е — (7.0? +2e)|- 

2 1 2e If 2e€ 2 Е |_ 
=а 1-8) +0 (5 += 

= о.) в а” = Е 2 7 tole |= ag? tO I< 5 
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Итак, получили: значения величин аппликат точек поверхности 

(+), соответствующих точкам окружностей х?+у? =г?, где 
2 

а 
r? = 8. + & ‚, удовлетворяют неравенству 

2 < 5 < 4 <“ 
8 2/2 2/2 

а 
Следовательно, ТОЧКИ м5 — точки нестрогого макси- 

а 
мума, аточки M3] x, y,-—= | — точки нестрогого минимума (хи 

2/2 
3a 

у в точках M,, М. удовлетворяют уравнению x? +y? ==) 

Zmax =2(M2)= =2(M;)=- 
В » Emin > oe 

Пример 18. Исследовать на условный экстремум функцию 

< =ху, если х+у=1. 

Решение. Составляем функцию Лагранжа у = ху+ (х+у-]). 

Точки, подозрительные на условный экстремум, находим из системы 

Ty, = 0, у+А = 0, , , 

уу =0, <> 4x+A=0, = X=5,Y=5> ^=-5. 

х+у= х+у=1 

[1 v 
M [5 ‚5|— точка, подозрительная на условный экстремум. Имеем 

у=х-5+у-1 > dy = xdy + ydx—> dx —> dy: 

d?y = dxdy + dydx = 2dxdy = в частности, d*y(M) = 421. 3)- 2 dxdy. 

Из уравнения связи находим ax+dy=0=> ау=-ах. А тогда 

d*y(M) =-2(4х)? — отрицательно определенная квадратичная 

1 
форма. Следовательно, М|-— 5°95) 7 точка условного максимума 
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функции &=хУ при наличии связи х+у=|, причем 

„ЗИ 
тах ~— 22 4’ 

Пример 19. Исследовать на условный экстремум функцию 

x y 2 2 
Z=>—+=—, если xX* + =|. 

a b’ у 

х 
Рещение. Составляем функцию Лагранжа y = р + 5 + A(x? + 

+у? -1). Точки, подозрительные на условный экстремум, нахо- 

дим из системы 
. Г | 

| _ =—-—_, 
hy’, = 0, qt 2x = 0, * 2ah 

‘ =0, 11+2%у=0, Чу=-—, 
x+y =| x+y =l ] + I _ 

40°07 4670? 

Va? +b? b 
>A, = еслиаи р — числа одного знака); Хи = = ===, 

2ab ym Va? + 5? 

а Va? + 5? 
УЕ ЕР I = если аи р — числа разных зна- 

Va? +B?” Zab‘ р 
, _ b _ a 

1) Пусть ab > 0 (т.е. au 5 — числа одного знака). В этом случае 

b a 
M, - ——,-— ard — стационарная критическая точка. 

Va? +b? va? +52 

_x У Va? +b? 2 2 
= ++ 5 (x*+y*-l) = 

2,2 
> = dy+ 12 +O" (худ): 

a b b 

2, р2 
2 _ da +b 2 2 d?y = (№? + (4)? |. 
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Из уравнения связи x dx + уау = 0; следовательно, в частности, в 

точке M, 

b a 
— И -— 

Va? +b? Ма? +b? 

Va? + 6? b? 1 + — | (4х)? — положительно опре- 
ab а? 

деленная квадратичная форма. Следовательно, M, — точка стро- 

гого условного минимума; 2. = ___! ИИ (2 + =. __ va? + 5? 
> “min [2 + bt + р? а b ab . 

dy=0 => dy =— "dx. 

А тогда d*y(M)) = 

2) Пусть ab < 0 (т.е. аи b — числа разных знаков). В этом случае 

— стационарная критическая точка. 
b a 

M,| —- , ———— 
[5 +b? va? +b? 

2, р2 
_xX y_ ya + 2, 2 _ 

Ja? +b? 
Абу =- [(dx)? + (49)? |. 

аб 

Из уравнения связи xdx+ydy =0; следовательно, в частности, 

в точке M, 

b a ty ¢§ —— 
Ма? +b? Ма? +b? 

2 2 2 а = b (i 5 (ах)? — отрицательно оп- 

dy=0 => dy =--dx 

А тогда d*y(M,) =- 

ределенная квадратичная форма. Следовательно, М› — точка стро- 

гого условного максимума, 

| (242) Va? +B? 
a? +h? “а b ab 

«тах = &(М>) = 
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Пример 20. Исследовать на условный экстремум функцию 

г=х? +12ху+2у2, если 4х? +у? =25. 
Решение. Составляем функцию Лагранжа 

уи=х? +12ху+2у? +^(4х? +у? -25). 

Точки, подозрительные наусловный экстремум, находим из системы 

wi, =0, 2х+12у+8Ах = 0, 
sw, = 0, > $12х+4у+2Ау=0, © 

4х? +у? =25 4х” +у? =25 

(1+4) х + бу=0, 
=  16x+(2+A)y =0, 

4x? +y? = 25. 

Рассмотрим первые два уравнения системы. Так как хи у не 

могут быть равны нулю одновременно (это следует из третьего 
уравнения системы), то должно быть 

“me sia =0 = (1+4^)0+^-36=0 © 

< 4491-34 = ar, =2, My an. 

I. Пусть A, = 2. Тогда будем иметь 

4x? 4 y? =25 y=3  у=-3 

= M,(-2,3) и M,(2,-3) — стационарные критические точки. 

В этом случае 

y =x? +12ху+2у? +8х? +2у? -— 50 = 9х? +4у? +12ху- 50; 

dy = 18х ах + 8y dy + 12уах + 12хау, 

ау = 18 (ах)? + 244хау + 8(4у)?. 

1) Исследуем точку М! (-2,3). Из уравнения связи: 

8х ах +2уду =0= в точке M,(-2, 3): ау = = dx . Следовательно, 
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а (М d= (1s +24. = +8. я (dx)? — положительно определен- 

ная квадратичная форма. Значит, М\(-2, 3) — точка условного 

минимума. Zmin = (Му) = &(-2, 3) = -50. 

2) Исследуем точку M,(2,-3). Из уравнения связи 

8х Ах +2уау =0 = вточке M,(2,-3): ау = = ax, Следовательно, 

d*y(M)) = (1s + 24. = +8. 4) (dx)? — положительно определен- 

ная квадратичная форма. Значит, М>(2,-3) — точка строгого 

условного минимума; ти = <(М.) = 2(2, — 3) =-50. 

|. Пусть 75 = - . Тогда будем иметь 

_8 _ 3 _ 3 
УЗ», > *3 = 5? х4 =—5 > 

4х? +y? =25 уз =4, yy =-4 

= точки Мз (> , 4) и М. (- 5 ‚- 4) — стационарные критические 

точки. В этом случае y = x? +12ху+2у? Zax? +y* —25); dy = 

= 32x dx + 12хау + I2ydx — > ydy, d2y = ~32(dx)? + 24хау — = (dy)? 

3) Исследуем точку TAGs 4). Из уравнения связи: 

8xdx+2ydy=0=> в точке м. (5. 4); dy = -54. Следователь- 

но, d7y(M;3) = (- 32 — 36 - >| (4х)? — отрицательно определен- 

3 
ная квадратичная форма. Значит, м;(5.4 — точка строгого 

условного максимума; Zmax = Z Е ; 4) = 106.25. 
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4) Исследуем точку м‹(-5,-4]. Из уравнения связи: 

8xdx+2ydy=0= в точке M,{-3.-4): dy =-5 dx. Следова- 

тельно, ам ‹)=(- 32-36-51) (a — отрицательно опреде- 

ленная квадратичная форма. Значит, М. (- 5 ‚- 4) — точка стро- 

гого условного максимума; та, = Z (- 5 ‚- 4) = 106.25. 

Пример 21. Исследовать на условный экстремум функцию 

Tt 
Z=Ccos’ x + с05? у, если x-y=7- 

Tt 
Решение. Из уравнения связи находим: у=х- д. Подставля- 

ем найденное выражение для у в соотношение Z = COS” x + COS” у. 
Получим функцию одной переменной х: 

л 
2 = с052 х+ cos*| _ 4 , (*) 

Исследуем функцию (*) Ha обычный экстремум. Имеем 

<. =—2cosxsin x - 2e0s(x-)sin [x-2) = —sin 2x~sin(2x-2) = 

. (п , . 
= sin Е _ 2x) —sin 2x =cos2x—-sin 2x. 

Критические точки функции (*) находим из уравнения 

2. =0 <> с052х-5т2х=0 = tg2x=I = 

> 2х = д+т (п=0,+1,+2,...) => 

> х= $ + "> (п=0, +1, +2, ... ). (Это — стационарные критиче- 

ские точки.) Имеем, далее, 
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2 = —2sin 2х - 2с0$2х = —2(sin 2x + cos 2x) = ~2/2 - sin [2 + 4 

В критических точках 

x 
Z| т p= NI sin ¥ +m] (n=0,+1,42,...) => 

xaotns 2 

к т 
=> 2,2 <0 в точках х=5 +", если п=0,+2,+4...., 

Tt Tt 
и 22 >0 вточках xaGtns, если N=+1,+3,... . 

2 

д д д д 
Имеем, следовательно, ТОЧКИ (= +N=~,—-—thHh 4 , где 

8 2 8 2 

n=0,+2,+4,...., есть точки строгого условного максимума, 

| п к т 
<max = be, а точки (E+nd,-Fend], где n=+1,+3,... , 

| 
есть точки строгого условного минимума, Zain = 1-—=. 

2 
Пример 22. Исследовать на условный экстремум функцию 

и=х-2у+2х ‚ если х?+у? +22 =1. 

Решение. Составляем функцию Лагранжа 

уи=х- 2+2 +^(х? + у? +52 -1. 

Точки, подозрительные на условный экстремум, находим изсистемы 

пу" =0, 1+ 2ax =0, x= —1/(2A), 
№ =0, we |-2+2%=0 „ pala, 

у: =0, 24+2Az =0, gee 9 
xreyr ez =i х2 +92 +22 al —s+atael ! eens ae Pe 

3 | 2 2 
=> I) м=5, ж=-3, Maz 1 = 33 

3 2 2 
п) Ay =-5, *2 =3, У? =-5, <2=3. 
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1 2 2 | 2 2 
=> ( 323 | {3 3 4 стационарные критические 

точки. 

3.-3] А -3 Имеем I. Исследуем точку M, (- 5 1 
3’ 

vex уни 1, 

фу = dx — 24у + 2dz + 3(x dx + y dy + z dz), 

d?y = 3|(dx)? + (dy)? + (4%? |. 

Из уравнения связи: х@х+ уау+ 4 =0 = в точке м(-3,3.-3} 

| 2 2 
-3%+39-34=0 => dx = 2dy -2dz. 

A тогда 

d?y(M,) = 3[4(dy)? — Sdydz + 4(dz)? + (dy)? + (dz)?] = 
= 3[5 (dy)? - 8dydz + 5 (4)? ]. 

В полученной квадратичной форме: 

А=15, В=-12, С=15, Б=АС- В? =225-144=81 (>0). 

Так как А>0 и D>0O, то квадратичная форма положительно 

12 2 
определенная и, следовательно, М (- 3°3°~ 3) — точка строго- 

го условного минимума; ии =u(M,) =-3. 

П. Исследуем точку м:(3,-5,3). А.> =-5. Имеем в этом 

случае 

у=х-2у+22-507 + 427-1); 

dy = dx - 2ау+ 2dz —3(x dx + ydy + z dz), 

d?y = -3[(dx)? + (dy)? + (dz)’ |. 
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Изуравнения связи: x dx + y dy + zdz = 0 => вточке м:(3. -3. +); 

+ = 0 > dx=2dy-2dz. 

А тогда 

d?y(M)) = -3 [4(4у)? —8dydz + 4(dz)? + (ау)? + (dz)? | = 

= -3[5 (dy)? - 8dydz +5 (dz)?]. 
В полученной квадратичной форме 

А=-15, B=12, C=-15, Р=АС- В? =81 (>0). 

Так как D>0, А< 0, то квадратичная форма отрицательно опре- 

| 2 

3’ 3°3 

ловного максимума; ит, =u(M,) =3. 

деленная, и, следовательно, М | — точка строгого ус- 

Пример 23. Исследовать на условный экстремум функцию 

и = х"Ту"ёР, если X+y+Z=a (т>0, п>0, р>0, а>0). 

Решение. Составляем функцию Лагранжа у =х”у"ёР +А(х+ 

+у+=-а) . Стационарные критические точки находим из системы 

mx™ y"zP 

ys. =0, то” упр +), =0, nn р +^=0, 

]\у =0,  pmmy'z?+h=0, JO * 4050, 
yi = 0, ] pxtyze-l +2X=0, 7) р 

х+у+2=а X+y+Z=a — +А=0, 

X+y+Z=a. 

(1) 
При любых вещественных (положительных) т, п, р функция 

u(x,y,Z) определена для х>0, у>0, г >0. Исследование будем 

проводить лишь для х>0, у>0, & >0. Из системы (1) находим 
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А тогда 

та па ра 
x = 9 у = 9 < = 9 

mM+n+ p m+n+ p M+Nn+ p 

m™n" pPamtnt P| 

— (m+n р)т+п+Р-1 , 

ma na pa 
М , , — стационарная критическая 

т+п+р т+п+р m+n+t p 

точка. Имеем 

dy = mx™""y"zPdx + nx™y"|"z? dy + px™y"z?-'dz + (ах + dy + dz) = 

~ [такт мах + dy + dz); 
x y < 

т п ; d?y = myer Ba +—dy +2as) - х y < 

т (dx)? + (ayy? я = 
х y < 

2 

сту (ава) те cay Во > 
x у < x у < 

2 
_, ии) _ 

_ (т +n р)? (4х)? _ (m +H > р)? (dy)? _ (m +n ы р)? СЯ — 

та па ра 

2 

2 _ plmtnt p) te + dy + ae) С (ао? у? [1 | 
a m n р 

m™n" рРа"*"+Р 

(m+n+ p) 
зи dx +dy+dz=0= dz=-dx-—dy (3T0 Tak и вточке М). Поэтому 

Здесь E = — положительное число. Изуравнения CBA- 
т+п+р 
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d*y(M)=-E (m+n+ р)? | (ax)? +11 (ayy? + Lay |- 

m n р a 

_ H| BP (as) +2 andy +2 *P ay?) (2) 
mp р пр 

2 
Здесь Hy = Mtns p) (x™y"z?)| >0. Положим А=- ИР, 

а (0) М тр 

ВЕТ ca-"tP „Тогда D = АС- В? = mane Pe (> 0). Tak Kak 
р n mnp 

р>0, А<0, то квадратичная форма в правой части (2) отрица- 

та па 
т+п+р’т+п+р” 

тельно определенная. Следовательно, м 

а 
Р — точка строгого условного максимума; итак =и(М) = 

M+n+ p 

_ m™n" рРа"+*"+Р 

7 (n+n+ py" rtP 

Пример 24. Исследовать на условный экстремум функцию 

и= ху? 3, если x+2y+3z=a (х>0, у>0, z>0, a>0). 

Решение. Составляем функцию Лагранжа y = ху? 53 +^(х+2у+ 
+3 —а). Стационарные критические точки находим из системы 

ху? 3 
a +h =0, 

yw, =0, у? +2 =0, x, 
 =0 2xyz3 +20=0 + =0 

ly <0, оо PY! 
yw, = 0, Зху < + ЗА = 0, 273 

x+2y+3z=a х+2у+3‹ =а я +) =0, 
х+2у+3 =a 

Ах = Ay = Az, у=х, &=х, 
> ЗА =-у2 53, > 3 6x=a, > 

х+2у+3: =а = -х> 

= x= 2 zal i = 
6’ у 6’ 6’ 65 
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ааа 
М (2 ‘6’ = — стационарная критическая точка. Имеем 

5 

у =ху? =? 5% +2у+3-4); 

5 
dy = у? Зах + 2хузЗау + Зху? 124 — < (ах + 2ау + 34%); 

d?y = 2уёЗауах + 3y*z7dzdx + 2усЗахау + 2х3 (ау)? + 6xyz7dydz + 

+ Зу? = ?4хаё + бое + 6ху2 (4%)? => 

a’ 

= d*y(M)= 1m ву + 6 dxdz + 

92" (ayy? 12 фа 64° (dz)? = + a У) Fe ae + 64 49) = 

— 2° — [axa + 3dxdz + (dy)? + 6dydz + 3(dz) "|. 

Из уравнения связи Ах + 2ау+ 34а =0=> dx= —2ау —3dz (это так 

и вточке М). Поэтому 

4? v(M) = a | 3(dy)? — 6dydz - 6(4%? |. (*) 

Положим А=-3, B=-3, C=-6. Тогда D=AC-B? =9 (>0). 
Так как D>0, А< 0, то квадратичная форма в (*) отрицательно 

определенная. Следовательно, м (1,5 6° 6? = — точка строгого ус- 

ав 

ловного максимума; ишах =u(M) = ran 

Пример 25. Исследовать на условный экстремум функцию 

24 у? =2 

у+ =2 

Решение. Составляем функцию Лагранжа 

у = ху + ус +А(х2 +y? - 2) +но+&-2). 

и = ху+ yz, если ь >(x>0, y>0, z>0). 

212



Стационарные критические точки находим из системы 

Ly =p, 

ys. = 0, у+2Ах = 0, xa tt 
ro _ 2). yy, = 0, X+Z+20yt+p=0, хи +2, 

у: =0, => ЗУ+и=0, > 12 , 

x? +y? =2, xr +у? =2, mete = 2, 

y+tzZ=2 y+zZ=2 и 4), 

| 6 402 -40-1 

Определим 2% и И из системы 

> Г 2 

wit) => =, 
4), > 4 4V +1 _ 

a= An и2 = 162 
402 -40-1 (407 - 42-1)? 

827 1622 
42 +1 (40-42-17 

= (442 -4^-1)2 =842 +2 = 

= 164 +1642 +1- 32? — 842 +80 = 82 +2 © 

> 1624-32 +8%-1=0 © 

<> (1604 — 3243 +1642) - (16/2 -8A+1 =0 © 

< 27(16A7 — 32%. +16) - (164? -8%+1) =0 © 

> [a(4.-4))? -(4a-1)?2 =0 © 

> [a(4a—4)+(4a-1)]-[a(4a-4)-(44-D]=0 © 

< (407-1) (447-8241 =0 = 

1 I 3 V3 

А тогда 

Е ше в _ 4+2\3 1 _4-2\3 
2428” “2-28' 
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1) Пусть Maa, д; =-l. Тогда x, =-1, у =1, < =1. He 

подходит. У нас по условию должно быть х>0, у>0, z>0. 

2) Пусть =>, и =-[. Тогда x, =1, у. =|, <> =1. 

Подходит. 

V3 4+2./3 
3) Пусть Аз =1+—, = . Не подходит, так как ) Пу 3 2» Hs 5423 

3 >0, а следовательно, у; <0. 

V3 4-23 4) Пусть A, =1- Не подходит, так как 
тв. 

Аз >0, и; <0 и, следовательно, х. <0. 

Таким образом, у нас М. (1,1, 1) — единственная критическая 

точка (A, = -> , Ho =-1). Исследуем ее. Имеем 

ужи (4? +9? -2)-(0+:-2); 
dy = ydx+xdy+zdy+ydz—xdx—ydy—-dy-dz; 

d*y = dxdy + dxdy + dydz + dydz -(dx)* - (ау)? = 

в частности, 

d*w(M,) =- (4х)? - (dy)? + 2dxdy + 2dydz . 

Из уравнений связи 

х ах +уау = 0, 

ау + а =0 

dx + dy =0, 
в точке М.: у dx =-dy, а =-4у. 

Значит, d?y(M,) = -(dy)? - (dy)? - 24)? - Ady)? = -6 (dy)? — 
отрицательно определенная квадратичная форма и, следова- 

тельно, М.(1,1,1) — точка строгого условного максимума. 

Umax = U(M2) = 2. 
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$5. Примеры и задачи на наибольшие 
и наименьшие значения функций нескольких переменных 

Пример 1. Найти наименьшее и наибольшее значения функ- 

Г Osxsi, 

ции з=х-2у-3 в области (2)=3 0<у<1, 

О х+у< 1. 

Решение. Функция х=х-2у-3 непре- VA 

рывна в (D), причем (D) — ограниченное ® В 
замкнутое множество. Поэтому z(x,y) дос- 

тигает в (р) своих наибольшего и наимень- 
у р шего значений. Ясно, что наибольшее и наи- (2) y 

Vs
. 

меньшее значения функции 2z(x,y) могут 0 1% 

достигаться либо в точках возможного экст- 
ремума в области (0), либо в точках контура 
области (0). 

Рис. 4.6 

Так как <; =1 (#0) и 2, =-2 (+0), то внутри области (0) 

нет точек, подозрительных на экстремум. Значит, наименьшее 
и наибольшее значения функции достигаются на контуре области 
(0). Поэтому исследуем функцию &(х,у) в точках контура. 

1) ОА: у=0, 0<х<1. На ОА з=х-3= <. =1 (#0, для 

ХЕ (0,1)). 

2) ОВ: х=0, 0<у<1. На ОВ &=-2у-3= &,=-2 (#0 для 

УЕ (0,1) ). 

3) АВ: хчу=1=> у=1-х, хЕ (0,1). 

На AB z=x-2(1-x)-3=3x-5 = < =3 (#0 для 

хЕ (0,1) ). 

Остаются точки стыка линий, образующих контур области 

(0). Это — точки 0(0,0), 4,0) и В(0, 1). Имеем: &(0, 0) =-3, 

<(1, 0) =-2 , <(0, 1) =—5. 

Вывод. Наибольшее значение функции 2(x,y) в (р) равно —2. 

Наименьшее значение функции z(x,y) в (О) равно —5. 
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Пример 2. Найти наименьшее и наибольшее значения функ- 

ции з=х? +у? -12х+16у в области (D): х? +y? <25. 

Решение. Имеем <, =2х-12, 2, =2у+16. Из системы 

<, = 0, => x- 6 = 0, 

zy =0 y+8=0 

находим Xx =6, у=-8. Видим, что точка (6, —c) ¢(D). Значит, 

заданная функция <(х,у) достигает своего наименьшего и наи- 

большего значений на контуре области (2), т.е. на окружности 

x? + у? = 25. Таким образом, приходим к задаче: исследовать на 

экстремум функцию г =х? +у? -12х+16у, если х? +у? =25. 
Составляем функцию Лагранжа: у=х? +y? -12х+16у+ 

+ A(x? +у? —25). Критические точки находим из системы 

Пу’ = 0, 2х —12+2Ах = 0, 
Ух * x, = 3, xX? = -3, 
у, = 0, = 42y+16+2Ay=0, => _4 4 7 
x? +y? =25 x? +y? = 25 Я = » J2= 

=> M,(3,-4) и М. (-3, 4) — точки возможного условного экстре- 

мума. Заметим, что нет нужды выяснять, что в этих точках — мак- 

симум или минимум. Нужно только найти значения функции < 

В этих точках и сравнить их. Имеем 

z(M,) = (3, -4) =-75; <(М.)= z(-3, 4) =125. 

Вывод. Наименьшее значение функции <(х,у) в (р) равно —75. 

Наибольшее значение функции z(x,y) в (О) равно 125. 

Пример 3. Найти наименьшее и наибольшее значения функ- 

ции г=х? -ху+у? в области (р): |+ <1. 
Решение. Имеем &, =2х-у, 2, =2у-х. Из системы 

<; =0, 2х-у=0, _ _ 
eae = ae => x, =0,y,=0 = 

= M,(0, 0) — стационарная критическая для функции Z(x, у) .Отме- 

тим, что Му (0, 0) е (2). Исследуем z(x,y) вточках контура области 

(0). Контур (0) состоит из четырех прямолинейных отрезков: 
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ПАВ: у=1-х, хЕ (0,1); 

2) ВС: у=1+х, хЕ (-1, 0); 

3) CD: у=-1-х, хЕ (-1, 0); 

4) DA: у=-1+х, хЕ (0,1). 

1) Ha AB: 

г=х? -х(1-х)+(1-х)? = 

= 3х? -3х+1 = 

> 2х =бх-3 => 

> <. = 0 при x => (> у =>) > м. — точка возможного 

условного экстремума. 
2) На ВС: 

=х? -х(1+х)+(1+х)? =х?+х+1 => 2=2х+[ = 

=> 2, =0 при х=-1 (5у=1) М _1 1 — точка возмож- x 2. 2 3 72 

ного условного экстремума. 
3) На CD: 

г=х? +х(1+х) + (1+х)? = 3х? +3х+1 > %7%=6x+3 => 

| | 11 
><, =0 при х=-5 (5У=-5) => м(->.-3) — Точка BO3- 

можного условного экстремума. 

4) На DA: 

г=х? -x(x-1)+(x-1)? =x? -x+l > %=2x-l 5 

1 | 
—- | — точка возмож- 

, | | 
== = 0 прих=> (sy=-4) 5 M5, > 

ного условного экстремума. 

Нужно вычислить еще значения функции Z(x,y) в точках 

стыковки линий, образующих контур области (р), т.е. в точках 

А(, 0), В(0,1), С(-10), 2(0,-1). Итак, имеем: 1) &(М)) = < (0,0) =0; 
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4 

11 ft 13. 
4) <(М.) = -3.-2)= 5) (Ms) = 25. >=: 

6) z(A)=2(1, 0) =1; 7) В) ==(0, 1)=1; 

8) z(C)=z(-1,0)=1; 9) z(D)=2(0, -1)=1. 
Вывод. Наименьшее значение функции z(x,y) в (р) равно 0. 

Наибольшее значение функции z(x,y) в (D) равно 1. 
Пример 4. Найти наименьшее и наибольшее значения функ- 

ции и=х? +292 +32? в области (D): x2 +у2 +22 <100. 

Решение. Имеем и’ = 2x, и, =4y, и, = 6%. Из системы 

и’ = 0, 2х = 0, 

и’ =0, > <4y=0, => 

juz = 0 | 6z =0 

= точка M,(0, 0, 0) — стационарная критическая точка для фун- 

кции u(x, y,z). Отметим, что точка Му Е (D). Исследуем u(x, y,z) 

вточках границы области (2) ‚т. е.вточках сферы x? + у? +=? =100. 
Таким образом, получаем задачу: исследовать на условный экстре- 

MYM функцию и=х? +2у? + 312, если x? + y? +z? =100. Состав- 
ляем функцию Лагранжа 

у=х? +2y? +327 + A(x? +у2 +27 -100. 

Критические точки находим из системы 

Пух = 0, 2х + 2Ах = 0, 
yy = 0, J4y + 2ay = 0, 

yw, = 0, 6z + 2Az = 0, 

x? +y* +27 =100 x? +y? +z? =100 

А! —- —1, А = -2, Аз = —3; 

х = +10, х›=0, x3, =0; _, 

Я =y, у2 = +10, уз = 0; 

< = 0, <2 = 0, £3 = +10 
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= М! (+10, 0,0), М. (0, =10, 0), М. (0, 0, +10) — точки возможно- 

го условного экстремума. Находим значения функции u(x, y,Z) 

в точках Му, Му, M,, Му. Имеем 

u(M,) =и(0, 0, 0) =0, u(M,) =u(+10, 0, 0) = 100, 

u(M,) =u(0, +10, 0) = 200, и(М,)=и(0, 0, +10) = 300. 

Вывод. Наименьшее значение функции U(x, y,Z) в (р) равно 0. 

Наибольшее значение функции и(х,у,г) в (О) равно 300. 

Пример 5. Найти наименьшее и наибольшее значения функ- 

ции и=х+у+< в области (р): х?+у? Sz. 

Решение. Так как и; =1, и, =1, и; =1, то внутри области 

(2) нет точек, подозрительных на экстремум. Значит, наимень- 

шее и наибольшее значения функции U(x,y,Z) достигаются на 

границе области (2), т.е. либо на поверхности параболоида 

z=x*+y? (0<&<1), либо на основании параболоида  =1, 
x+y? <1. 

1) Исследуем функцию u(x, y,Z) на боковой поверхности пара- 

болоида z = x? + у? (0 <= <1). Имеем задачу: исследовать на экст- 

ремум функцию и=х+у+< ‚если х? +у’-=0 (0<&<1). 

Составляем функцию Лагранжа у =х+у+2+ А (х? + y? -2). 
Критические точки находим из системы 

Ty, = 0, 1+ 2Ах = 0, А, =1, 

yy = 0, И + 2ay = 0, х=-1/2, 

ly, =0, 7 1-л=0,  ~ y=-1/2, 
+ y2—z=0 |х2 + у? =z <= 12 

~( | 1 1 . 
=> М (- 77>? >| — точка, подозрительная Ha условный экстремум. 

2) Исследуем функцию и(х,у,) на основании параболоида 

&=1, х?+у? <1. Имеем и=х+у+1 = и, =1, и, =1. Значит, 

среди точек основания параболоида z =1, х? + y? <1 нет крити- 
ческих точек. 
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3) Исследуем функцию u (x,y,z) на стыке боковой поверхно- 

сти параболоида с основанием параболоида. Получаем задачу: 

исследовать на экстремум функцию и =х+у+1, где х^ + у" =1. 

Составляем функцию Лагранжа у =х+у+1+ A(x? + y? -1). 

Критические точки находим из системы 

lw’. = 0, 1+ 2Ax = 0, 

чу, =0, <> 31+2у=0, © 

x74 у2=1 | х?+ у?=1 

Бор i 2 
ala Ee Ral Be le м5, 

J2 V2 J2 J2 
<=> y=- a> y= 3a yaar => 

2 
(а = 1) (2 =1) (23 =1) (24 =1) 

u(-2 3.1) м. м. 2.1), 
27 2 2’ 2 

2’ 2 

4) Нужно вычислить еще значение функции и(х,у,<) в точке 

2 V2 
[2 ——-,1| — точки возможного условного экстремума. 

О (0,0, 0). Итак, имеем: 

о = 1+ 2; ; 4) и(М:3) = ‘5.2.1 1; 

эмо =uf 2-22, |= 6) u(0, 0, 0) =0. 

Вывод. Наименьшее значение функции U(x,y,Z) в (р) равно 

- 7 Наибольшее значение функции u (x,y,z) в (О) равно 1+ V2. 

220



Пример 6. Выяснить, при каких размерах открытая прямоуголь- 

ная ванна данной вместимости ИУ имеет наименьшую поверхность. 

Решение. Обозначим через x — длину, у — ширину, Z — 

высоту ванны. (По смыслу задачи ясно, что: х> 0, у>0, z>0.) 

Тогда площадь 5 поверхности ванны определится формулой 

S = ху+ 2х +2ус. 

По условию: хух =И (V— заданная постоянная величина) => 

V V 
xZ=—, уё = —. Следовательно, 

х y 

беж 42%. (*) 
y x 

, V V 
Имеем Sy = y-2—5, 5, =x-2—. Критические точки находим 

x у 
из системы 

Пой 
7 — -2—-=0, 

50 о, Муни, [eye . 
5, =0 x-2=0 ху? =27 ху =2V 

y 

xy(x—y)=0, y=x -ЗРУ y=-3hv 1 ay = |i) =v => x=V2V, y=VIV = 

> М (V2, Зи — единственная критическая точка функции (*). 

Имеем, далее, 5,2 43% Sy = 1, Sy = г. В точке Mi WwW , z 27} 
y 

WV _ _ АТ _ — 4 _ pre А=5у =>, В =1, б=5у=2, D=AC- B =3 (>0). 

Tak kak D>0, А>0,то M(¥ 27,3 27} — точка строгого миниму- 

3 
ma. У нас z= -— > 2(M) = 220. 

xy 2 

Ответ. Площадь поверхности ванны будет наименьшей, ког- 

i 
nax=22V, y=, z= 5 Va; Swany = 3¥4V?. 
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Пример 7. Данное положительное число а разложить на п 
положительных сомножителей так, чтобы сумма обратных вели- 

чин их была наименьшей. 

Решение. Обозначим сомножители через xX), Xz, ..., х„, так 

что а=х|. хх .....хХ,. Тогда сумма обратных величин этих 

сомножителей и(х!,хо,...,х,) будет такой: 

1 1 | , 
и (Хх! , Хо, ... 5) =—+—+...+—. (*) 

хм Х> Xn 

l 
Составляем функцию Лагранжа у =—+—+...+—+ 

x, № Xn 
+ A(X,X2...X, — а). Критические точки находим из системы 

f | 
- , ay + AX9X3...Xp = 0, 

Wx, 0, м 
, 0 | 

Ух, —V; = sy + А... = 0, 

4 2 > 4 № > 

Wx, = 0, | 
Хх *Х2..... хи =A — wy + А... Жи = 0, 

п 

ad "Х> * сое "Хн =а 

1 Aa _ 
то ~~ Vy - 

м Хх Их, = Aa, 

а = Их» = Aa, 
2 2 

> 4 № 2 os, => 

| Aa 0 Их» = ла, 

+ — = _ 
x? Xn ? | a = X\X7...X, 

Xp .Хо-...-х,=а 

жеж. Ех = = => 17 *2 = = "а? => а.а!" => 

XjX2...X, =A Хх =х.=...=х,=а! 

= Ма", а", ..., а!) — стационарная критическая точка. Имеем 

а 2 ° 77. e 

Wie =F G=I,n;  ухх,=0 (К) = 
1 
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и 2 ” ° 

> У (М) = Ут, у хх, (М) =0 (=К). 

А тогда d*y(M) = =; [lex + (dx)? +... + (dx,,)?|. Из уравнения 

CBA3H 

X7X3...X,, dx + XX3...X,, ax +... ^^... X yy ax, =0. 

Следовательно, в точке М 

n-l 

а" (dx, +dx,+...+dx,)=0 = dx, =—- (dx, +dx,+...+dx,4). 

А тогда 

d?y(M) = <3, (a)? + (dx)? +...4 (dx,-1)? + (dy + dx +...+ ах а = 

2 = “an [2 + 2(dx>)? +...+ 2(dx,_1)? + 2ахах» + 2dx,dx +... + 

+ 2dax,ax,-| + 2dx,dx, +... + 2dx,dx,,-| +... + 2dx,,-24Xy1| => 

=> видим, что d*y(M ) — положительно определенная квадратич- 

ная форма, ибо 
2 

аи =2 (>0), au O12 - ‚|= (> 0), 
QA; a) 1 2 

Qi; @2 @аз 211 

a> >> 32 =/1 2 11 =4 (> 0), coe, 

аз 437 аз| |112 

а | |2 eee Q) n-I 2 1 || ... || 

а @2 с. ant |_fE 2 1. | =n (>0) 

а An-12 --- @-и- Ш... 2 

Значит, М (а, qi"... ,а!") — точка строгого условного миниму- 

ма. Следовательно, функция (*) в точке М(а!", a", ... ‚а!") имеет 
n 

наименьшее значение; инаим = Wa’ 
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Пример 8. На плоскости даны я материальных точек А(х,,у,), 

Р.(х›,у›), °° > Р.(х,У,) © массами соответственно равными 

т, Mz, ..., m,. При каком положении точки Р(х,у) момент 

инерции системы относительно этой точки будет наименьшим? 

Решение. Момент инерции системы относительно точки 

P(x,y) определяется формулой 

(x,y) = т (х — 24)? + 9 |+ ть [(х — 29)? + - 2)? | +... 

+ m,| (x ~ x,)? + (y ~ yn)’ |. 

Критические точки находим из системы 

| = 0, > aaa X1) + my (xX — X2) +... +m, (x — X,)] = 0, 

Г, =0 2[m,(y - y1) + то - у2) +... +m, (Y — у,)| = 0 

y= тх + тх. +... FIN, X, _ MY, + ту. +...+ ТлУн. (*) 

т + т) +..+т, ’ т +m, +...+т, 

Точка М(х, у), у которой x и у выражаются по формулам (*), 

является стационарной критической для функции Г(х, у). Имеем, 

далее, Г,» = 2 (т; +m, + + ти), Ly =0, Гу =2(т+т +...+т,) 

(это так и в точке М); 

А= Г, =2(m+m,+...+m,)>0; В=Г,(М)=0, 

С = Г =2(m +m, +...+т,), 

D = AC - В? =4(m, +m, +...+m,) >0. 

Tak kak D>0Q u А>0,то [(х, у) вточке М имеет строгий минимум. 

Ответ. Точка Р(х,у), относительно которой момент инерции 

системы принимает наименьшее значение, имеет координаты 
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Пример 9. Найти кратчайшее расстояние между параболой 

у=х? и прямой х-у-2=0. 

Решение. Расстояние P от точки (x,y), лежащей на параболе 

y =x’, до прямой х-у- 2 = 0 определяется формулой 

^^ ‚ me у=х.. 

Таким образом, задача сводится к нахождению наименьшего зна- 

чения функции р(х,у) = ee -у-2), если y =x’. Составляем 

функцию Лагранжа 

— tly _y2 y = 5 y—2)+Ay-x’*). 

Критические точки находим из системы 

~—_- 2x =0, 

vx =0, v2 | ! ! 
уу =0, <> 4 —=+А=0, >Ал=-—=, х=-, p=-> 
р 2 V2 2 4 

1 1 
> М 54| — стационарная критическая точка. Имеем 

у =-2А => у (М) = 2, Wiy = 0, у =0. 

Следовательно, d*y(M) = 2 - (dx)? — положительно определен- 

11 
ная квадратичная форма. Значит, М 54| точка строгого ус- 

| 1 7 
ловного минимума; Риш = o( 4 , 1. =—=. 
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$6. Примеры и задачи на замену переменных 

Пример 1. Преобразовать уравнение у,у»з — 3(y%)? =x, при- 

няв У за новую независимую переменную. 

Решение. у=у(х) <> x=x(y). Имеем 

1 1 , х”, ] х”, 

Ё Ц. п _— yr — | |. О. = y 
ye = 00% ={ 2] Ух x’ , , 

J 
y (xy)? х  (х,)> 

х” , x” , x5 x? _ 3 х”, 2 

уз = (2) = - ye ‘y= — x a yey ay) . 

= oy), $) x (x) 

Подставляя найденные выражения для yy, Yr, уз в заданное 

уравнение, получим 

а [Зе хх 3G)? y - x 
5 6 

xy (ху) (х,) 

x" . Х’ 

- oye =x => x3 +х(х,)? =0. 
y 

Пример 2. Преобразовать уравнение у, + 2 у. +у= 0, приняв 
х 

x за функцию, а f = xy за независимую переменную. 

Решение. у = у(х) <? x=x(t). Имеем 

1 -х-1 | 1 

о, (х-Ю (ax + — Kx? - 2x(thx - 1) 
У»? =(,), = 5 = = 

x x 

[” Г. { = 2-542. 
Xx x x 

Имеем, далее, 
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x il 

“
|
 | х
^
 | 

|
 

| | 1) f1y 
> , [” — [’ > — _—_ = —_ [= 

xf? х Ua) |=) [=] * 
Хх? | xn 

(x? x (xy 
А тогда 

Подставляя найденные выражения для у, и Yi в заданное урав- 

нение, получим 

хз 2,21, 22 =0 = x4 -t(x;) =0. 

Пример 3. Преобразовать уравнение x? Vu + хух +у = 0, если 

х=е'. , 

Решение. у = у(х) <? у=у(). Имеем yy =y;-t.. Но & = == 
| 

| _- и lot =e ‘. Поэтому у» = у/е"'; 

Yin = (Vee = Оле") = (ие) = (ие), eT = 
— -t - —2¢ =(ynet-yie")-e! => yh =n -ye™, 

Подставляя в заданное уравнение найденные выражения для yy и 

yea, ПОЛУЧИМ 

(ув Уре telyet+y=0 = узчу=0. 
Пример 4. Преобразовать уравнение у’ + р(х)у, + а(х)у =0, 

Уре 
если y=u-e * ‚ где u(x) — новая функция. 

Решение. Имеем 

Зв Зв ег | 
ух =uye ” +u-e 7 (-Z2@]=« ыы щи. poo 
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yore я 
- Г р(5) & 1 

(526 -зи- |+ 
-5 J ede 

+e ” | 
Га / ] и 

2-5 хР(х) -54Р Я = 

1% 

—= | 2(5) & 
2 7 ~ 5 Wz p(x) + т р? чи", — и ро) - up's] | 

Подставляя полученные выражения для у,, У„› в заданное урав- 
нение, получим 

4 f vera , 
e 7 - и» p(x) +7 up? (x) +u", - 

-> ир’(х) + p(x) и». -5 ир?(х)+и ес =0 => 

| | 
> Ua tu |469 -1 р°(х)- 5 р =0. 

Пример 5. Преобразовать уравнение х“у”, + хуу, -29? =0, 

если х=е', y= ие?! (1: — новая независимая переменная, u(t) — 

новая неизвестная функция). 

Решение. Имеем x,=e' => t, =—=e7'; 

— 
yo =yi-t = (ue), ее" = (и! + Qu) ee = (и’+2и)е'. 

у’: = (ух), = OD = (ur +2u) е']. ге! = 

= [uly + Qu; + uy + 2и] ее”! = ии +3u;+2u. 

Подставляя найденные выражения для у’, у”, и принимая BO 2 

внимание, что x =e’, у= ие?! , получим 

е*" (и’; + Зи; + 2и) + e"u(u; +2и)е' — 2и*е* =0 = 

228



> из +3u,+2utuu,=0 => и +(З+иш-ч2и=0. 

Пример 6. Преобразовать уравнение (1-х?) у =-у, если 

и 
х = ШЬ, У ср; (1(— новая независимая переменная, u(t) — 

новая неизвестная функция). 

| => t=—=ch’*s; Решение. Имеем х, = —— 
ch*t x; 

и} > 
Ух У! x [= ;] 1 ? 

у": = (9); =O) = (uy cht -ushn;-ch? t= 

=(u’,cht+u;sht-ursht-ucht)-ch?t = y% =(u% фи) св? 1. 

Имеем, далее, (1 — x7)? =(1-th? 1)? = г. Исходное уравнение 
с 

станет таким: 

и? -и и 
-— => 

chr cht ! 

Пример 7. Преобразовать к полярным координатам ги @ 

dy x+y , 
уравнение — = ‚ полагая x =rcosg, y=rsing. 

ax х-у 

Решение. dx = со$ф Г — гзтфаф, dy =sinoadr + гсозф а. Тогда 

sin 41 | rcos 
dy _ singdr+rcosgdg _ 7 a0 ° 
dx софа -гзт фа соч - rsin @ 

Исходное уравнение примет вид 

пФ. +7С05Ф  cosg+sing 

со5ф- м -гяпф cos@-sing 

> sing(cosg-sing) м, + гсо$ф (со$ф — sin @) = 
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= с0$ф (с0$ф + 5т ф) м, —rsing(cosg+sing) => 

> (5 фсо$ф- sin’ — cos’@ — sin cos q) = 

=-r(singcos + sin’9 +cos’@-singcose) => mer. 

Пример $. Преобразовать к полярным координатам ги ® 

уравнение (x? + y*)"y”) = (х+ уу,)?, полагая x = гсозф, y=rsing. 

Решение. y=y(x) © г=г(Ф). Имеем 

, , oy | sing@-ry +rcos@ 
Ух = У. *Фх = Vo* TF 

Xo с05ф. у — sing ” 

у /\/ \/ / \/ | 

У» = (Ух)х = (Ух) "Oy, = (Ух) x = 

ф 
} 

(meres) | _, 

cos@:- ry —rsing о cos@- ry —rsing 

г? — т. +2 (г “) 
= 7 

(cos®- ry — sin) 

Исходное уравнение станет таким: 

4 г’ — rr + 2(r oy? 
г’. 5 =|rcosp+rsing- 

(с05ф- ry — sing) 

, 3 
$1 ф. ry + rcos@ 

=> 
cOS@- ry —rsing 

> г (2 = тез +2 (rg 2) = 

= (= с05*ф — гп фс0$Ф + г т? ф + гп фс05ф)* => 

r[r? — то + 2(06)?] = (#3. 
Пример 9. Перейти к полярным координатам ги Ф в системе 

уравнений 

р = у+ Ах (х? + y?), 
< у 

7? х+ у (x? +у?), 

полагая x =rcos@, y=rsing. 
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Решение. Имеем 

х, =1/COSP—Frsing:g), 

у = и’ ПФ + Fcosg: Фу. 

Исходная система станет такой: 

(*) 
r/cosp~—rsing-g, =rsing+ kr°cosq, 

r/sing + Г с0$ф - ф' =-rcosg + kr°sin ©. 

Умножим обе части первого уравнения (*) на COSY, а обе части 

второго — Ha sing, и сложим. Получим /’ = kr?, Умножим обе 

части первого уравнения (*) на (—Sin@), а обе части второго на 

со$ф . Получим: г-ф, =-г => ф, = -1. Таким образом, в полярных 

координатах ги Ф исходная система принимает вид 

dr 3 
— = АГ”, 

J dt 

Ви 
| at 

d*y d*x 
Пример 10. Преобразовать выражение W = x Ут, вве- 

дя новые функции r=yx2+y?, O= arctg 

Решение. По условию 

x dy y dx 

y dp dt dt = arctg — — = 
? 5 х — dt y? x? 7 

1+ — 

х 

4 _ „а 
do _ "da "dt, 2 a 
dt x? +y? dt dt ~ dt 

Дифференцируя no robe части полученного равенства, будем иметь 

2 2 
(79х92 d*x 

a" at) de ae 

d 2 do 
W SS ow — . Следовател bHO, 7 ¢ 7 
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Пример 11. В преобразовании Лежандра каждой точке (х,у) 

кривой у = у(х) ставится в соответствие точка (X,Y), где Х=у,, 

У =ху, -у. Найти Vy, Гу, Гуз. 

Решение. у=у(х) <> Y=Y(X). Имеем: 

У ух + Ху”? — Ух 
1) Yy = ) xy = = x =х ) 1х = xa Yr у", 

2) Vir =p) = WP xh =e ее. 
Ах Ух? У, 

1) 1 Уз 3) РР = (у?) — (Ту y’ . - — . — — x , 

х x FZ Yo). Ух (v2) 

OZ 9: 
Пример 12. Решить уравнение Эх ay’ приняв за новые 

независимые переменные E=x+y, п=х-у. 

Решение. z=2(x,y) <> z2=2(E,n). Имеем 

Ze SEG + п ° Пх = 48 +41, Fy 24.6, HZ Ny = < — Zp. 

Исходное уравнение станет таким: 

+= -г > 2=0 => 2=2(§,N) = 06), 

т.е. < =ф(х + у) ‚ где Ф — произвольная дифференцируемая функция. 

Пример 13. Решить уравнение а + Е = (a #0), если 

E=xu n=y- bz. 

Решение. z=2(x,y) © 27=2(E,n). Имеем 

, < te Se чи и=ччнаСы) = а TT 
n 

5” 

Е + п, =0+2.(1-52,) => Ты: 
n 

Исходное уравнение станет таким: 

АЕ bz; 
> > 1+ bz), 1+ bz), 

=| => ас + bz, =1+ 61 => azz =! = 
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x > uae = za7Etot) = z= +(y- by), 

где Ф — произвольная дифференцируемая ки 

Пример 14. Преобразовать уравнение x <4 yl+ те зу => 

если U=Inx, у= [» +l +7? (ии у— новые независимые 

переменные). 

Решение. z=2(x,y) © г =ег(и, у). Имеем 

Из соотношения и=шШх => х=е“ 

=In(y+ i+»? | > 

=> учу? =e = чу? 

. Из соотношения У= 

=е’-у => 

=> 1+у? =е2" - 2уе* +у? = 

> пе" => =shv 57 = 2 у = 

Исходное уравнение станет таким: Z, + <, =e" Shv 

д 9 
Пример 15. Преобразовать уравнение xs + y= =Z+ 

y 

2 
+ х? + у? tz ‚еслии=®, у=е+х2 +у? +2? (ииу- новые 

х 

независимые переменные). 

Решение. z=2(x,y) <>? z=2(u,v). Имеем 

X + 2; 
пищи ини [- +в zy + = 
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<y ~ 7 Xu 2? , 
x -Uulv—- 

1-2’ у у-&-у2, 
‘ух 

1 + 22) 
<у = 2и Uy tye Vy, Е Зи — FZ <, + = = => 

x yx +y +2 

И 
< + —<и 27 > 

— + (У — > 2’ = у -—< x > уг =2 Ly ( ЗЕ 

1- =” у уУ- < - Vy 
Yy—z 

Исходное уравнение станет таким: 
2, 42 (Хо+у 

v—Z—VvZ, 
=v = (x*+y*)z =v(v—z)- vz’, 

Из соотношения у=&+\/х? +у2 +22 = 

=> @-2 =х+у +22 = x? + y? = y* -2vz. 

А тогда предыдущее соотношение примет вид 

(у? -—2vz)zi +у22' =уу-&) = 

=> 2wWv-zz=Wv-z) > We 

Пример 16. Преобразовать уравнение (x + <) = +(y + Z) = = 

=X+yt+Z,ecnn и=х+:, V=YtZ (UM V— новые независи- 

мые переменные). 

Решение. z=2(x,y) < г =е(и, у). Имеем 

< 

Be = Зи Uy + <", = 2+2.) +22, => me =1 о: 
-<-<, 

> — wl , , > , “(| , > <, 
<y = и "И, + <, Vy = < <, +<,( +<,) = a ee 

и у 

Исходное уравнения станет таким: 

<, <, 
у и : =ut+tv-Z => 
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> иг’ + уг, = (ичу-э) - г (ичу- 2) -2(и+у-:) => 

=> (Qu +v—2) e+ (и+2у- 2) 92 =ичу-д. 
ди ov 

Пример 17. Преобразовать уравнение <u + <u + = = 0, поло- 
у 

жив G=x, n=y-x, б=г-х (5 1, 6 — новые независимые 

переменные). 

Решение. и = и(х,у,г) <> и=и(5,1,0). Имеем 

Их = ИЕ Gy, ty Ny + Gy = Uz — Uy, — Ue, 

uy = ug by + Ug tue Gy =и 
ss — 

=0 =0 

И; = МЕ 6. чи, n, tuo = 
—— a 

=0 =0 

Исходное уравнение станет таким: 

ШЕИ Шиш =0 => щш=0. 

Пример 18. Преобразовать уравнение (х- cee 75 =0, 

приняв X за функцию, a уи зза независимые переменные. 

Решение. z=2(x,y) <> x=x(y,z). Имеем dx = х,уау + х.4&. 

Ho dz = г, ах + z,dy . Поэтому 

dx = х›ау + х, („Ах + 2,4у) <> ах=х, ах +(x, +х.2,) dy. 

Сравнивая коэффициенты при dx и ау, получаем систему 

<; = 
xz =, * x 

, , , => 4 , 

Xy +X, +2, =0 , xy 
, 

| < 

Подставляя найденные выражения для <, и <, в исходное урав- 
нение, получим 

x’ 

=o bey [- , 
x 

=< > (x-zZ)=y-x, > х,= 
< Xz 

если oy #0. 
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Пример 19. Преобразовать уравнение (у - Z) <t + (py +2) =0, 

приняв х за функцию, а и=у-х, V=Y+Z за независимые 

переменные. 

Решение. z=2z(x,y) < х=х(и, у). Имеем 

dx = хи аи + х,ау = xi (ау - dz) + x, (dy + dz) = 

= (хи + xy) dy + (х, - х,) a. 

Но dz = z,dx + ,4у. Поэтому 

dx = (х, +х,) dy + (x, - х,) (хх + <,4у) > 

> d= [х, +X + (х, - x1 )Zy | +(x) -х,) <. аХ. 

Сравнивая коэффициенты при ax и dy в последнем соотноше- 

нии, получаем систему 

aa 

(x, — хи) +2 = 1, > | x xix? 
(x), — x1) +2 = —(x) + xf) a? a № + Хи 

[о жж 

Подставляя найденные выражения для &, и <, в исходное уравне- 

ние, получим 

у-< _ OG +) +2) _ 9 > и-у(х’+х’) =0 > 
у и 

Ху — Хи Ху — Хи 

- 9.%.и 
ди ду у 

Пример 20. Перейти к новым переменным в уравнении 

9: 9: 
—-x—=(y-Xx)z, ax * gy 0-2 

если u=x? +y?, verte, w=Inz—(x+y). 

Решение. Z=2(x,y) <> we=w(u,v). Имеем 

dw = и’ Ди + widv = 4 _ (dx + dy). (*) 
< 
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Но du =2xdx+2ydy, ф=-® -—=--—, dz = Z,dx + <,4у. Поэтому 
x У 

соотношение (*) перепишется в виде 

<хах + Zydy 
— (dx + dy) = реку) 4B) = 

y 

=> (= - — 2xw;, + 2B) tc (1-29 о. 
< х < у 

Так как здесь dx и dy — дифференциалы независимых перемен- 

ных, а следовательно, dx = Ax, ау=ду, где Ах и Ay — произ- 

вольные приращения, то получаем систему 

’ 

f a a У, 1-20, |щее[1+2ющ - 8), 
Е : 
1-2 ty = 0 5 =2{1-+ 29m; - 4) 

у 

Подставляем найденные выражения для <, и <, в исходное урав- 

нение. Получим 

ye (I+ 2a $ — se +2905 МФ] д => 
x 

3_ 3 
Xx oo, Vier ху, _ ow 

=> ye Wy ey =O => ay) ,=0.-> 

Пример 21. Перейти к новым переменным в уравнении 

(xy +E +d -y Saxe, 

если и=у-х, УЕХ-у, И=ХУ-{. 

Решение. ‹ = z(x,y) <> "=у(и, у). Имеем 

А = и, аи + му = ydx+xdy —dz. (*) 

Но du=zdy+ydz-dx, dv=zdx+xdz—-—dy, dz=z2,dx +z dy. 

Поэтому соотношение (*) перепишется в виде 
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и’, ( ау + уа< - ах) +", ( ах + ха‹ - ау) = ух +хау-ах + 

> ии (= dy — dx + уг, ах + yz,dy) + wi (z dx — dy + xz,dx + xz,dy) = 

=ydx+xdy-2z,dx-z,dy > 

=> (муз; — Wy + + ухе, ) ах + (аи, + WZ, — Wy + W,XZ,) dy = 

=(y —2,)dx +(x -2,)dy. 

Сравнивая коэффициенты при ax и dy в левой и правой частях 

последнего равенства, получаем систему 

2’ _ yw, — Wy, 

< (1 + yw, +xW,) = учи, — ZW, * Туи" + хи 
zy (1 + yw, + xw,) =x + wy, — Zw, г = х+и, — <, 

у 1+ уж’ + хи’ _ 

Подставляем найденные выражения для <, и Zy в исходное урав- 

нение. Получаем 

+ Wr — <, X+ Wi -— 2W, =e + (ly?) 1+ yw) + хи, 1+ yw, + хм, 
(xy + <) =х+у => 

> (xy+z)(y tw, - м) +(-у2)(х+и,- м) = 

= (х + у) (1+ ум, +хи,) = 

> wi(l-x?-y?-z7)=0 = wi=0. 

2 2 2 az 9: Oz 
ax? дхду ду? 

Пример 22. Преобразовать уравнение 2 

НЕО, если и=х+2у+2, у=х-у-1 (uu v— новые 

независимые переменные). 

Решение. z=2(x,y) <? zZ=2(u,v). Имеем 

&х = 2и(и, у) - их +3, (и, у) - Vy = аи (U,V) + <, (и, у), 

2 = 22° Их + 2 "У, +22 У, + и Их = < +2 +272 + iy, 

Зху = 3.2 Uy tly Vy HZ Vy +3 "И, = 22.2 - 2-22 +24, 

Zy = 2и(и, у) - uy + 2, (u,v) - у, = 22, (u,v) — ,(и,у), 
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’ ИИ а , ” у ” а , ” а Ма Ма 

£2 = 25,2 ° и, +22» ° Vy — Ryu ° и, <? ° Vy — 42 — 22, — 22), +5, . 

” 

Подставляем найденные выражения для Z,, zy, Ae ху, <, 

в исходное уравнение. Получим 

2 (2/2 + iy +22 + Зи) + (22%. — 2-2 +22) - 

— (42%, = 25, — 22 + 2) + (Z +2,) + (22, -<,)=0 = 

922 9: 
> 95, +32, =0 => 35, + Зи = 0 (считали, что <, = </,). 

92 9. 2 
Пример 23. Преобразовать уравнение 52 + 5-2 +m°z = 0, если 

x у 

х=е" cosv, у=е“зту (ии у— новые независимые переменные). 

Решение. z=2(x,y) <>? zZ=2(u,v). Имеем 

dz = <, (и, у) du + <, (и, у) dv = г.ах + <, ау. 

Но dx =e” cosvdu — е" sin vdv, dy =е" sin vdu + е" созуйу. Поэтому 

z,du + z,dv = 2; (е" cos vdu — e” sin vdy) + z',(e" sin vdu + e” cosvdy). 

Сравнивая коэффициенты при du и dv в левой и правой частях 
равенства, получаем систему. 

ze" с0$у + Ze" SIN = Z),, > Zz, =e “(2/ cosv — <, sin v), 

— z,e" sin v + Ze" COS v = &, zy =e “(2 sin v + &, Cos v). 

Имеем, далее, 

4* = 2", (аи)? + 2z/,dudv + <, (dv)? = All (4х)? + 2z%,dxdy + 2, (dy)? = 

= =”, (e" cosvdu—e" sin уу)? + 

+225, (e" cos vdu —e" sin v dy) (e" sin vdu +e" cos v dy) + 

+z, (e"sinvdu +e" cosvdy)? => 

=> 2" (du)?+22z/,dudv+z"s(dv)’= 

_ р2и 2 2 2 =e I(z% cos*v+ 25, sin VCos V+ zy ту) (du)*+ 
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+ (-2” 2 -25тус0$У+ 25, (с0$?у — sin *y) + 2% 2°2sin vcos у) dudv + 

+ (2% sin’y — 247, sin vcosv + 2: со5?у) (av)? |. 

Приравнивая коэффициенты при (du)*, (dudv) и (dv)? в левой 

и правой частях последнего равенства, получаем систему 

2”) COS’v+ 22%, sin VCOS V+Z% sin?v = e7"7", 

4-22 -2sin vcosv + 22; и (cos? v—sin *y) + 2 > -2sinvcosv = 2e-24z", 

2% sin’v — 2zy, sin vcos у + 2) COs*v = e “tig, 

Складывая соответствующие части первого и третьего уравнений 
системы, находим: 

Zin аи: = "(аз + Zi 

А тогда исходное уравнение принимает вид 

eH (2", + 2% »)+m’z=0 => 2”, + 2”, + т'е?из =0. 

2 2 

Пример 24. Преобразовать уравнение 9 _ 1+ 92 ‚ если 
дхду ду 

и=х, у=у+: (UM V— новые независимые переменные). 

Решение. z=2(x,y) <> г =е(и, у). Имеем 

dz = Z,du + Z,dv = Z,dx + Z,dy . 

Но du =dx, dv=dy + dz = dy + ах + z,dy . Поэтому 

ZX + 2 (dy + Z,dx + 2, dy) = 2,dx + Z,dy. 

Приравнивая коэффициенты при ax и dy влевой и правой частях 

равенства, получаем систему 

z= <u 
Zn + 2,5. = Sys * 1-23’ 

, I wf , = , 
<, + <<, = fy г’ — <, 

y~ 1-2’ 
v 

Имеем, далее, 

d?z = ”, (Чи)? + Зои» + = (dv) 

= = 2% (4х)? + 22% yaxdy + <? (ау)? => 
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=> 2”, (dx)? + 2х (dy + 4х + zi dy) + 22 (dy + z,dx + z,dy)’ = 

= 2 (dx)* + 2х„„Ахау + 2, (dy)? . 

Приравнивая в этом равенстве коэффициент при dxdy в левой 

и правой частях, получаем 

22 = 22,1 +4,) +2 22.1 +2). 

Zz. , | 2” 

У нае Z7%=— 4 1+z,=——,. Поэтому 2х ==“ 
ex Toy” y Ty 7 ty Tog 

+ <, (I м . Следовательно, исходное уравнение станет таким: 
— zy 

Zuy * (1 — 5) + Зи 52 | 
= => (1-2%)-Zy +2, <, „= r\2 r\2 < uv и 

(1 ~ zy) (1 — <у) 

az 4 az 
Пример 25. Преобразовать уравнение —-2-—— 

9 дхду 

х 

новые независимые переменные, и = w(u,v) — новая функция). 

2, 
+(1+2), = =0, если и=х, у=х+у, и=х+у+х (UU V— 

у’ 

Решение. z= z(x,y) <? w=w(u,v). Имеем dw = миди + widv = 

= dx + dy + dz. Но du = ах, ду=ах+ау, dz = зах + г, ау. Поэтому 

w,dx + wi(dx + dy) =(1+2,)dx+(1+2z,)dy. 

Приравнивая коэффициенты при dx и dy влевой и правой частях 

последнего равенства, получаем 

м, tw, =1+&,, Z, =w, tw, - 1, 
> > => / , w, =!1+2, zy ЕМ, - 1. 

У нас dw=dx+dy+dz => 4 =а*%, т.е. 

92 2 92 92 2 
5,2 (94) + и = 

_ 972 2 9? < 2 557" + 25 addy +5 5 (ay) 
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Здесь ди = 4х, dv=dx+ 0 . Следовательно, будем иметь 

oF (+25 sat +dedy]+ 2% — (dx +dy)? = 

ка у ау < (dy). 

Приравнивая коэффициенты при ot. dxdy и (4у)? в левой 

и правой частях последнего равенства, получаем 

92 д? 92» д?» 
= +2 + ; 

ax? ди? диду ду? 
922 _ , aw 5 ow 
дхду диду dy?’ 

9?х _ д?» 

ду? ду. 

у 
Заметим еще, что у нас 1+ Jae, Поэтому исходное уравнение 

х и | 
станет таким:



ТЕОРИЯ РЯДОВ 

Теория рядов — один из важнейших разделов математики. 
В ней исследуются вопросы, связанные с перенесением свойств 
элементарных алгебраических операций, а также правил диффе- 
ренцирования и интегрирования (хорошо известных, когда число 
слагаемых конечно) на случай бесконечного числа слагаемых. 

Теория рядов широко используется в приближенных вычис- 
лениях. С ее помощью составляются таблицы значений функций, 
вычисляются определенные интегралы от функций, у которых 
первообразные неэлементарны, находятся решения широкого и 
весьма важного для физики и техники класса дифференциальных 
уравнений.



Глава 5 

ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ С ВЕЩЕСТВЕННЫМИ ЧЛЕНАМИ 

$1. Определение ряда и его сходимость. 
Простейшие свойства сходящихся рядов 

1°. Пусть имеется бесконечная последовательность веществен- 

ных чисел {а„} см. Выражение вида 

а, +а. +...+а, +... (или Уа,) (1) 
n=l 

называется числовым рядом, а числа A), а2,...,а,,... — членами 

ряда. 
Величины 

Sj} =Q@,;, 52 =а+@а2, 53 =а ча +43, ..., 

5 =а, +@а2 +а3+...-+а,, 

называются частичными суммами ряда (1) (5, — л-я частичная 
сумма ряда). Очевидно, что частичные суммы ряда составляют 
бесконечную последовательность 

{ Sy } НЕМ . (2) 

Определение. Если существует конечный или бесконечный, но 
определенного знака, предел 

s=lims,, (3) 

то этот предел 5 называют суммой ряда (1) и пишут: 

5=Уа,. 
n=l 
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Если 5 — число конечное, то говорят, что ряд (1) сходится. Если 

$ = ® или Шт 5, не существует, то говорят, что ряд (1) расходится. 
Пс 

Пример 1. Для ряда 

1+1+1+...+1+... (4) 

имеем S, =n => lim S, = + = ряд (4) расходится. 

Пример 2. Для ряда 

1-1+1-1+... (5) 

имеем 5, =1, $2 =0, $5; 1, 54 =0, , Te. 521 =1, 52, =0, 

п=1,2,3,... > lim 5„ не существует = ряд (5) расходится. 

Пример 3. Исследовать сходимость ряда 

+ + +... + +... = у 1.2“ 2.33.4 пех“ паз ©) 

| 1 

(3 n+] 

(1-3) *(5-3}*(5-a) (яж) "| 2) \2 3) (3 4) Ци n+l) > 

> р ИИ > lim s, = Иша (1- )=1 > 
n+ n+] 

» В этом примере a, = 

] N—yoo N—yoo 

=> ряд (6) сходится, и его сумма 5 равна 1. 4 

Пример 4. Исследовать сходимость ряда 

а+а4+ 24? +...+а4"'+...= Уаа" (а=0). 
n=l 

Это — так называемый геометрический ряд. 
» Составим n-10 частичную сумму данного ряда: 

5, =a +aqg+aq’?+...+aq""!, 

Если предположить, что а # 1, TO по известной формуле изэлемен- 

тарной алгебры находим 
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1) Пусть |9|<1. Тогда 4”——>0 и, следовательно, 

e a os 

lim S, = тр (существует, конечный). 

2) Пусть |q]>1. Тогда а” —— >, а значит, и lim s, = оо. 

3) Пусть а =1. Тогда 5, =а+а+...+а=па => 
п слагасмых 

+ <, если а>0 
> 5, > 

м a если а<0 

4) Пусть а =-1. Тогда будем иметь ряд 

а-а+а-а+...+ (-)""а+... 

Легко видеть: если частичная сумма содержит четное число слага- 
емых, то она равна нулю: 

52, = а-а)+(а-а)+...+ (а-а) =0; 

п скобок 

если частичная сумма содержит нечетное число слагаемых, то она 

равна а: 55„.| =a. 

Частичная сумма нашего ряда 5, поочередно принимает толь- 
ко два значения: 0 иаи, следовательно, предела не имеет. Таким 
образом, геометрический ряд сходится лишь тогда, когда lq] < | 

или, иначе, при -l<q<l. q 
2°. Необходимое условие сходимости ряда. 

Теорема. Пусть ряд Уа,„ сходится. Тогда 
n=] 

lima, =0. (7) 
П— оо 

> Обозначим через 5 сумму данного ряда. Имеем 

S, =a +а2 +аз+... та $a, = Sp) +a, => а, =5, -5,-- > 

= lima, = Шт $, — Шт 5,1 =5-5=0. 4 
П—оо П—со N—oo 

Замечание. Если lim a, = 0, то это вовсе не означает, что ряд 
пП— оо 

У а, СХОДИТСЯ. В самом деле, рассмотрим ряд 

n=] 
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ы | 
5 ( +). (8) 

Здесь: lim a, = lim nf +" |= п1=0, т.е. условие (7) выполнено. 
П-оо п оо n 

Имеем, однако, 

| ] ] 
= м2+м(1+ +1 "(1+ +t}+..¢in(t+4)- 

3 4 n+l 34 n+1 
= 2+ +М-+.. ыы > = (2.5.447 воно = 

=> lims, = lim In(n+1)=+00 = ряд (8) расходится. 
N—oo 

Таким образом, условие lima, =0 является необходимым ус- 
N—yoo 

ловием сходимости ряда > a, (если lima, #0, To ряд Уа, 
П—со 

n=l n=! 
расходится). 

3°. Простейшие свойства сходящихся рядов. 
1. Пусть ряд 

Sia, =, +а. +...+а, +... (1) 
ПЕ] 

сходится и его сумма равна 5. Пусть с — определенное число. Тогда ряд 

Ус. а, = CA, +007 +...+са, +... (9) 
n=l 

тоже сходится, и его сумма равна С.$. 

p> Обозначим через 5, и O, п-е частичные суммы рядов (1) и 

(9) соответственно. Имеем 

с, = са, +са) +... +са, = с(а ча. +...+a,)=c-s,. (10) 

По условию, ряд (1) сходится и его сумма равна 5. Значит, суще- 

ствует конечный предел lim S,, причем lims, =s. Но тогда 
N—>oo 

lim o, = lim (с:5,) =с. lim S, = C+S (существует, конечный) = ряд 
li~joo 

(9) сходится, и его сумма равна с-5. q 
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2. Пусть имеотся два сходящихся ряда 

a (11) 

>. в. (12) 

Пусть Ли В — суммы рядов (11) и (12) соответственно. Тогда ряд 

» (a, + b,) (13) 
n=) 

тоже сходится, и его сумма равна А+В. 

p> Обозначим л-е частичные суммы рядов (11), (12), (13) через 

А„, Ви, On соответственно. Имеем 

0, =(a,; + 5)) + (а +6.) +... + (а, £5,) = 

=(a,; +a, +...+а,) + (9+6. +...4+5,) =A, + B,. 

По условию lim A, =A, lim В, = В (существуют, конечные). Ho 
П—со N—oo 

тогда 

limo, = lim (A, В,) = lim A, lim В, = А+ В 
—joo N—yoo N—}oo 

— существует, конечный. Значит, ряд (13) сходится, и его сумма 
равна A+B. 4 

3. Члены сходящегося ряда можно, не меняя их местами, 
объединять в группы. От этого сходимость ряда не нарушится, и 
величина его суммы не изменится. 

Иначе: пусть ряд 

а, (14) 
n=l 

сходится, и его сумма равна 5; пусть ру, ро, ..., ри»... — произвольная, 
строго возрастающая последовательность натуральных чисел. Тогда ряд 

(а. + an +... +а„ )+ (а, arty +2 +...+а,,)+...+ 

(15) 
+ (Яр st + р, 42 +... На), d+... 

тоже сходится и его сумма равна 5. 
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}»> Обозначим р-ю частичную сумму ряда (14) через S,, a К-ю 
частичную сумму ряда (15) — через o, . Имеем 

сх = (а, +а) +...+а), ) + (ар ap +ар +2 +...+а,,)+...+ 

Видим, что {Sp , В | есть подпоследовательность, выделенная из 
ГЕ 

последовательности [5 рен . По условию, ряд (14) сходится и его 

сумма равна 5. Это означает, что lim 5, =5 (5 — конечное число). 
p-ree 

Известно, что любая подпоследовательность, выделенная из схо- 

дящейся последовательности, тоже сходится, и притом к тому же 

самому пределу. Значит, lim Sp, Существуети равен 5,т.е. lim O, =S 
—) со > 

(существует, конечный) = ряд (15) сходится, и его сумма равна 5. q 

Замечание. Раскрывать скобки в сходящемся ряде, вообще 
говоря, нельзя. Например, ряд 

(1-1)+(-10+...+(-1+... 

сходится, и его сумма 5 = 0; если же раскрыть скобки, то получится 

расходящийся ряд: 1-1+1-1+... (см. п. 1°, пример 2). 

4°. Ряд и его остаток. 
Пусть имеется ряд 

У. аи. (16) 

Пусть т — произвольное фиксированное натуральное число. Ряд 

Amel + Ams. + ...+@тк +... (17) 

называется остатком ряда (16) после т-го члена. 
Теорема. Ряд (16) и его остаток после т-го члена (17) сходятся 

и расходятся одновременно. 
p> Обозначим и-ю частичную сумму ряда (16) через 5, , а К-ю 

частичную сумму ряда (17) — через с’. Имеем 

5т+А = а +а2 + cee FO 1 Чт + Any. + ooo Т @т+к =S, +O, => 

=> Of =Smik —5m- (18) 
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Так как т фиксировано, TO 5„ в (18) — определенное число. 

a) Пусть ряд (16) сходится и его сумма равна 5. Из этого 

следует, что lim Smak = S (Существует, конечный). Но тогда из 

(18) следует, что существует конечный lim O,, причем 

lim сх = lim Sm+k ~5m =5-5т. Последнее означает, что ряд (17) 

сходится и его сумма с равна 5 - 5„. Таким образом, из сходимо- 

сти ряда (16) следует сходимость ряда (17). 
В) Пусть ряд (17) сходится и его сумма равна с. Это означает, 

что limo, =o (существует, конечный). У нас 5. =S_ t+ Ox. 
k —y00 

Переходя здесь к пределу при k > ©, получаем 

lim Sak = lim (S,, + 6,) = 51 + lim o, =5S,, +6 

(существует, конечный) => 
= ряд (16) сходится, и его сумма 5$ равна 5„+с. Итак, из 

сходимости ряда (17) следует сходимость ряда (16). 
у) Пусть ряд (16) расходится. Требуется доказать, что тогда 

расходится и ряд (17). 
Рассуждаем от противного. Допустим, что ряд (17) сходится. Но 

тогда по пункту В) должен сходиться ряд (16), а это не так. Значит, 
расходимость ряда (16) влечет за собой расходимость ряда (17). 

5) Пусть ряд (17) расходится. Нужно показать, что расходится 
тогда и ряд (16). 

И здесь рассуждаем от противного. Допустим, что ряд (16) 

сходится. Но тогда по пункту ©) должен сходиться ряд (17), а это 
не так. Следовательно, расходимость ряда (17) влечет за собой 
расходимость ряда (16). 

Вывод: ряды (16) и (17) либо оба сходятся, либо оба расходятся. | 

Замечание. Из доказательства теоремы следует: если ряды (16) 
и (17) сходятся, то между их суммами SH с существует следующая 
СВЯЗЬ 

O=S-S,,. (19) 

В (19) т фиксированное, но произвольное. Станем неограни- 

ченно увеличивать т. Тогда Sm Ss и, следовательно, 
Moo 

lim o = 0. Таким образом, приходим к выводу: 
т-—оо 

Сумма остатка ряда после т-го члена у сходящегося ряда 
стремится к нулю при moo. 

250



$2. Положительные ряды. Признаки сравнения 

Определение. Ряд 

а, (1) 
n=l 

называется положительным, если a, > 0, для всех NEN. 
Если ряд (1) положительный, то ясно, что 

51 <52 < 5: <... 5, <... 
3 

т.е. что последовательность частичных сумм ряда (1) {5„}ем — 

неубывающая. Мы знаем, что для сходимости таких последова- 

тельностей необходима и достаточна ограниченность их сверху, 

т.е. необходимо и достаточно существование числа М > 0 такого, 

что 5, < М для всех пе М. Так как сходимость ряда (1) равносиль- 

на сходимости последовательности {5,„}ек ‚ TO получаем: 

Теорема 1. Для сходимости положительного ряда (1) необхо- 
димо и достаточно, чтобы существовало число М > 0, такое, что 
S, < М, для всех пЕМ. 

Для исследования сходимости положительных рядов суще- 
ствует большое число достаточных признаков сходимости. Неко- 
торые из них позволяют сводить выяснение вопроса о сходимости 
данного ряда к аналогичному вопросу о другом ряде, который 
устроен более просто или поведение которого уже выяснено. 
Такие признаки называются признаками сравнения. 

Теорема 2 (первый признак сравнения). 
Пусть имеются два положительных ряда 

У, а, (1) 

>в. (2) 

причем члены первого, начиная с некоторого места, не превосхо- 

дят соответствующих членов второго: 

аа, п=т+|1, т+2, ... (т>0, целое). (3) 

Тогда из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1), а из 
расходимости ряда (1) следует расходимость ряда (2). 
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} 1. Докажем сначала утверждения теоремы для случая, когда 
т = 0, т.е. когда неравенство (3) выполняется для п =1, 2, 3,... 
(т.е. для любого ПЕМ). 

Обозначим n-e€ частичные суммы рядов (1) и (2) через A, 
и В, соответственно. Ясно, в силу (3), что 

A, < В,. (4) 

о) Пусть ряд (2) сходится. Но тогда (см. теорему |) существует 
число М>0 такое, что В, <М для всех neN. В силу (4) и 
подавно будет A, <M, для всех пеМ. А, следовательно, по 

теореме | ряд (1) сходится. Итак, показано: из сходимости ряда 
(2) следует сходимость ряда (1). 

В) Пусть ряд (1) расходится. Нужно показать, что ряд (2) тоже 
расходится. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что ряд (2) сходится. 
Но тогда по пункту ©) должен сходиться ряд (1), а это не так. 
Таким образом, из расходимости ряда (1) следует расходимость 
ряда (2). 

2. Обсудим теперь случай, когда т> 0 (теЕМ). 
Вместо рядов (1) и (2) рассмотрим их остатки после т-го 

члена. Это будут ряды 

Dn (1) 
п=т+1 

У. (2) 
п=т+1 

В рядах (1), (2) уже все члены первого ряда не превосходят 

соответствующих членов второго ряда. Поэтому, по доказанному 
в пункте 1, из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1), 
а из расходимости ряда (1) следует расходимость ряда (2). 

Ранее было установлено, что ряд и его остаток после т-го 
члена сходятся или расходятся одновременно. Значит, для рядов 
(1) и (2) будет справедливо то же, что доказано для рядов (1) 

и (2), а именно: из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда 

(1), а из расходимости ряда (1) следует расходимость ряда (2). 4 

Пример. Пусть имеется ряд 

| | | | — | 
—=1+—+—+...+ + +... 

73 22 3? п? (n+1)? 

Рассмотрим остаток этого ряда после 1-го члена: 

252



1.1. 1+ + = $ = Уа 

22 3 и? (+1)  Ят+1 Я" 

Ранее был изучен ряд (см. 51, п. 1°, пример 3) 

— — ] ] | | 
b= = + +...+ + 

2.8, тр 1.2 2.3 п(п+ 1) 

| < 
(п+1)? n(n)’ 

Имеем т.е. a, < 5,, для всех пе М. Так как ряд 

ыы | 
b,= >, сходится, TO по теореме 2 заключаем, что ряд 

Ай (п +1) 

oo 

- —— сходится. Значит, потеореме 1, сходится иряд жд Dr 
им им (A +1) nl 

Teopema 3 (второй признак сравнения). 

Пусть имеются два строго положительных ряда 

Уа, (5) 

(6) 

E
M
 

(a, >0, 5,>0 для всех neN). Пусть существует конечный, от- 

личный от нуля, предел 

I = lim 5 (140, 1 #0). 
N—)oco in 

Тогда ряды (5) и (6) сходятся или расходятся одновременно. 

a По условию, 1/40. Значит, 1 >0, ул 
| \ || J о 

0 1-е [ Ite ибо 24 —->0 для любого neN. Возьмем 
п 

а, 
= > 0 — любое, но такое, что [-=>0.Унас [= im => B3ATO- 

N—)oo 

as а 

му =>0 отвечает номер N, такой, что будет /[-= < <[+$, 
п 

если n> №. Положим p=l-e, g=I/l+e (р>0, а>0 — опреде- 
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ленные числа). Предыдущее неравенство может быть записано 
теперь в виде 

pb, <a,<qb,, если п>М. (7) 

a) Пусть ряд (5) сходится. Но тогда по теореме 2 сходится ряд 

р.В,, азначит, сходится ряд (6), ибо ряд (6) получается из ряда 

М
:
 

$ | 
У p- 5, умножением всех его членов на число >. Итак, из 
n=l 

сходимости ряда (5) следует сходимость ряда (6). 

В) Пусть ряд (6) сходится. Но тогда сходится ряд Уа-В,, а 
п=1 

значит, по теореме 2 сходится ряд (5). Таким образом, из сходи- 

мости ряда (6) следует сходимость ряда (5). 
у) Пусть ряд (5) расходится. Нужно показать, что ряд (6) тоже 

расходится. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что ряд (6) сходится. Но 
тогда по пункту В) должен сходиться и ряд (5), а это не так. Видим, 
что из расходимости ряда (5) следует расходимость ряда (6). 

5) Пусть ряд (6) расходится. Нужно доказать, что ряд (5) тоже 
расходится. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что ряд (5) сходится. Но 
тогда по пункту ©) должен сходиться и ряд (6), а это не так. Значит, 

из расходимости ряда (6) следует расходимость ряда (5). 4 

©, | .. 
Пример. Пусть имеется ряд У- (это — так называемый гармо- 

n=\ 

. . In(dl+x) 
нический ряд). Известно, что lim = 

х> x 
| > 

In (i + 1 
. n 
lim 

n 

). 1. Значит ряды y+ и >In (i +) сходятся или 

расходятся одновременно. Было показано ранее, что ряд 

ыы | 
У In (1 + я расходится. Следовательно, гармонический ряд есть 

n=l 

ряд расходящийся. 
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Теорема 4 (третий признак сравнения). 
Пусть имеются два строго положительных ряда 

Sa, (8) 
n=l 

>в, (9) 
(a, >0, 5, > 0 для всех пе М). Пусть, начиная с некоторого места, 

т.е. для п>т (MEN ) оказывается 

Я п < И | (10) 

a, 7 b, 

Тогда из сходимости ряда (9) следует сходимость ряда (8), а из 
расходимости ряда (8) следует расходимость ряда (9). 

} 1. Рассмотрим сначала случай, когда неравенство (10) вы- 

полняется для п=1, 2,3, ... , т.е. для любого пЕМ. Но тогда 

< < 6—1 a, < b,, 42 <22 43. Bs Ay 
9 9 ооо 9 — 9 ed о 

а b ay by Qn» 62 An 6 

Перемножив соответствующие части этих соотношений, ПОЛУЧИМ 

42.43 об а <. бы On < 
`”. бо вЬ ^^ а В a, a2 @и-2 @-| 1 02 "-2 9-1 | 

ay 
=> а, SF в, для любого пЕМ. (11) 

| 

а1 
Заметим, что в (11) отношение ъ - определенное число. 

| 

о) Пусть ряд (9) сходится => ряд y= р, сходится = по 
n=1 "1 

первому признаку сравнения, ряд (8) сходится. 
В) Пусть ряд (8) расходится. Нужно доказать, что ряд (9) тоже 

расходится. 
Рассуждаем от противного. Допустим, что ряд (9) сходится. 

Но тогда по пункту ©) ряд (8) должен сходиться, а это не так. 
Следовательно, из расходимости ряда (8) следует расходимость 

ряда (9). 
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2. Обсудим теперь случай, когда неравенство (10) выполняет- 

ся для п>т (тЕМ). В этом случае вместо рядов (8) и (9) 
рассмотрим их остатки после т-го члена. Это будут ряды 

п=т+1 

УВ. (9) 
п=т+1 

В рядах (8) , (9) уже все члены, начиная с первого, будут удовлет- 

ворять неравенству (10). А тогда, по доказанному в пункте 1, из 

сходимости ряда (9) следует сходимость ряда (8), а из расходимо- 

сти ряда (8) следует расходимость ряда (9). Так как ряд и его 

остаток сходятся и расходятся одновременно, то для рядов (8) и (9) 

будет справедливо то же, что доказано для рядов (8), (9), a именно: 

из сходимости ряда (9) следует сходимость ряда (8), а из расходи- 

мости ряда (8) следует расходимость ряда (9). 4 

Заменание. Признаки сравнения для успешного их примене- 
ния нуждаются в арсенале “эталонных рядов”, как сходящихся, 
так и расходящихся, с которыми затем сравниваются исследуемые 
ряды. Поэтому мы при всякой появляющейся возможности будем 
стремиться пополнять этот арсенал. 

53. Интегральный признак Коши 

Для исследования сходимости положительного ряда с моно- 
TOHHO убывающими членами часто оказывается полезным так 
называемый интегральный признак Коши. 

Теорема (интегральный признак Коши). 

Пусть имеется числовой положительный ряд 

24, (1) 

члены которого монотонно убывают. 
Пусть f(x) — функция, определенная в промежутке [1, + °э), 

непрерывная, положительная и монотонно убывающая там. Пусть, 

далее, f(x) такая, что f(*)|,_,, =a, (n=1,2,... ) (в этом случае 

f(x) называется производящей функцией для ряда (1)). Тогда 
ряд (1) и несобственный интеграл 
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[Лод ах (2) 
1 

сходятся или расходятся одновременно. 
Замечание. Начальным значением номера п, вместо 1, может 

быть и любое другое натуральное число пу. Тогда и функцию 
(хх) следует рассматривать при х> пу. 

» Вспомним, что сходимость несобственного интеграла 

+co 

| J (x) dx равносильна существованию конечного предела 

1 

А 

Л= lim | f(x)ax. 
A—>+00 

A 
У нас по условию f(x) — положительная => | J (x) dx представ- 

| 

ляет собой функцию OT A, возрастающую вместе с А. Поэтому для 

А 
существования конечного предела Л = lim | J (x) dx необходимо 

A— +00 I 
A 

и достаточно, чтобы функция [fs (x) dx была ограниченной сверху 
| 

при любом А>1. 

По условию, f(x) — монотонно убывающая в промежутке 

[1, + ©). Поэтому из соотношения kK<x<sk+1 (КЕМ) следует 

ДК) > f(x) > (К +1). Интегрируя последнее неравенство NO х от 

k до +1, получаем 

k+l k+l k+l 

[fk)dx= |Лодах> |+. 
k k k 

=> принимая во внимание, что /(А)=а,, f(kK +1) = a,,, , находим 

k+l 

a, 2 [ ло) de 2 ayy. (3) 
k 

Рассмотрим левое неравенство из (3) при А = 1,2, ... , 2. ByqemM иметь 

2 3 п+1 

а, > | /(х) ах, аз> | (хх, ..., а, > J fx) dx. 
1 2 п 
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Сложив соответствующие части этих неравенств, получим 

n+l n+l 

a;+a,+...+4,2 [f(xjdx = | f(x)des<s,. 
< у 1 I 

5» 

a) Пусть ряд (1) сходится и его сумма равна 5. Так как (1) — 
положительный ряд, то 

S, <5, для любого neN. 

Но тогда и подавно 

n+l 

[f(@x)dx<s, для любого neN. 

Пусть A — любое, скольугодно большое число ( А > 1). Всегда можно 

указать натуральное число п, такое, что будет А < п+1, и, следо- 
A ntl A 

вательно, | 1 ах < | F(x) de <s= [ F(x) dx — функция от A, 

+00 

возрастающая вместе с A и ограниченная сверху => | F(x) ах 
| 

сходится. Видим, что из сходимости ряда (1) следует сходимость 
несобственного интеграла (2). 

Рассмотрим теперь правое неравенство из (3) при 

k=1,2,...,n—-1. Будем иметь 

2 3 п 

a, < | f(x) dx, a, < | f(x)dx, ey @ S [f@) de. 
| 2 n-l 

Сложив соответствующие части этих неравенств, получаем 

п п 

а) +аз +...+а, < | /(х) > 5, за, + | f(x)dx, для любого ПЕМ. 
. “= J | 

=5,—a „-@| 

В) Пусть несобственный интеграл (2) сходится. Это означает, 
A 

что существует конечный предел J = jim | i (x)dx = в частно- 
—)+00 | 

п п 

сти, существует Шт | /(х)ах = Л. Ясно, что [| годах <У, для 
П—со т. 1 

любого нЕ М. Но тогда и подавно 
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5, £a,+J, для любого neN. 

Видим, что последовательность { S,},-j — ограниченная сверху. Так 

как эта последовательность еще и неубывающая, то приходим 

к выводу, что существует конечный предел lim s, <> ряд (1) схо- 
N—yoo 

дится. Показано, таким образом, что сходимость несобственного 
интеграла (2) влечет за собой сходимость ряда (1). 

у) Пусть ряд (1) расходится. Нужно показать, что тогда расхо- 
дится и несобственный интеграл (2). 

Рассуждаем от противного. Допустим, что несобственный ин- 
теграл (2) сходится. Но тогда по пункту В) должен сходиться и ряд 
(1), а это не так. Значит, из расходимости ряда (1) следует 
расходимость несобственного интеграла (2). 

6) Пусть несобственный интеграл (2) расходится. Нужно по- 
казать, что тогда расходится и ряд (1). 

Рассуждаем от противного. Допустим, что ряд (1) сходится. 
Но тогда по пункту ©) должен сходиться и несобственный интег- 

рал (2), а это не так. Значит, расходимость несобственного интег- 
рала (2) влечет за собой расходимость ряда (1). Таким образом, 

теорема доказана полностью. 4 

Рассмотрим примеры применения интегрального признака 
Коши. 

Пример 1. Исследовать сходимость обобщенного гармониче- 
ского ряда 

У. (4) 
п=1 Й 

> Производящей для ряда (4) будет функция 

Год =, хеь+ы. 
xX 

1. Пусть А <1. Имеем: 

+ оо А 1-2, |х=4 

— og ax _ . Xx _: ] a 

fore fim fore imap dima a = 
+00 

= |-— расходится = ряд (4) расходится, если A<1. 
. 1 ~*~ 

259



2. Пусть А, =1. Имеем: 

oo A 

— = lim 4 _ lim ши = lim ША =+ > 
x И +00 х=1 А+ 

-+co 

> | > расходится = ряд (4) расходится, если А =1. 
| 

3. Пусть A>1. Имеем 

12 = tim GS tim | — | И 
xe Anstey xh Aree LALA OJ RAT 

dx 
= [=> сходится, если A>I = ряд (4) сходится, если ADI. 

Ех 

| 

Итак, ряд (4) сходится, если А, > 1, и расходится, если ASI. 4 

Замечание. Обобщенный гармонический ряд является наиболее 
часто применяемым “эталонным рядом” в признаках сравнения. 

Пример 2. Исследовать сходимость ряда 

| 
У. na2ninn 

(5) 

№» Производящей для ряда (5) будет функция 

fe, хе, +9). 
xInx 

Имеем 

оо А 
| ит [= т In (In x)[*=* = 
5XInx 4+5 xInx = 

= lim In(InA)-In(In2)=+0 = 
A—> +00 

+00 
dx 

| расходится = ряд (5) расходится. q 
> xInx 

Заменание об оценке суммы остатка сходящегося ряда. 
Пусть с помощью интегрального признака Коши удалось 

установить, что ряд (1) сходится. Значит, этот ряд имеет сумму 5. 
Однако найти точное значение суммы 5 удается лишь в сравни- 
тельно немногих случаях. Поэтому приходится вычислять 5 при- 
ближенно с указанной точностью, т.е. с заданной абсолютной 
погрешностью €. 
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Приближенным значением суммы 5 ряда будет его п-я частич- 
ная сумма S,, т.е. 5 = 5). 

Задача состоит в следующем: определить, сколько нужно взять 
первых членов ряда для вычисления 5, , чтобы отбрасывание всех 
остальных членов вызывало бы ошибку, не превосходящую :. 

Tak как значение суммы 5 неизвестно, то для величины (5 — S,,) 

приходится отыскивать некоторую оценку сверху: (5-5,) Sa, , 

где ох, — некоторая функция OT п, а затем, решая относительно п 
неравенство с, SE, определять значение п = т, наименьшее из 
возможных, но такое, чтобы было a, Se. При таком п=т и 

подавно будет (S—S,) SE. 
Пусть 

Ки = Anat + Ogy2 +... , (1) 

т.е. К, — сумма остатка ряда (1) после n-ro члена, так что 

5=5,+А,. Рассмотрим правое неравенство (3) при 

K=n,n+l,...,n+/1—1. Будем иметь 

n+l п+2 n+l 

any > $ 170 ax, @п+2 < | SQ) dx, coo 9 Anat < J f(x) ax. 

n+l п+/-1 

Сложив соответствующие части этих неравенств, получим 

n+l n+l 

Anat + @л.2 +... + Any S | fx) ax, т.е. 6, S [ f(x) dx, 
n n 

где o,— [-я частичная сумма ряда (1). Ясно, что 0; < Год, 

для любого [е М. Переходя здесь к пределу при | > © , находим 

00 

Ки < | f(x)ax. (6) 
п 

(6) есть оценка сверху суммы остатка сходящегося ряда (1). 

= | 
Например, для обобщенного гармонического ряда Уу— при 

n n=l 

А, > 1 оценка принимает вид 

| laf | , | 
К, < [ae fra т 

261



$4. Признак Куммера 

Признак Куммера является весьма общим признаком сходи- 
мости положительных рядов. Его можно рассматривать как об- 

щую схему для получения конкретных признаков. Как частные 
случаи из него получаются удобные для практического примене- 
ния признаки сходимости положительных рядов. 

Теорема 1 (признак Куммера). 
Пусть имеется строго положительный ряд 

ха, (1) 

Пусть {с„} ем — последовательность положительных чисел, произ- 

вольная, но такая, что ряд 

>, — (2) 

расходится. Составим для ряда (1) переменную 

e an a= 

n n+l 

n+l 

(К, — переменная Куммера). Тогда 
1. Если, начиная с некоторого места, т.е. для п > №. (№. Е М), 

оказывается 

K, 25, (3) 

где s>Q — определенное число, то ряд (1) сходится. 
2. Если, начиная с некоторого места, т.е. для п > Ne (№ Е М), 

оказывается 

К, <0, (4) 

то ряд (1) расходится. 

} la. Рассмотрим сначала случай, когда неравенство (3) вы- 

полняется для п=1, 2,3,... (т.е. для любого пЕМ). Но тогда 

(скал — син) > 5а,и >0 для любого NEN => Са >С ав 

для любого nEN = {с,а,} ‚и — монотонно убывающая после- 
довательность. Ясно, что эта последовательность ограничена сни- 

зу, например, числом 0 (са, >0 для всех пЕ М). Значит, суще- 

ствует конечный предел / = lim (c,a,). 
песо 
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Введем теперь в рассмотрение ряд 

У, (сна, — сна). (5) 
n=l 

Пусть s, — п-я частичная сумма ряда (5). Имеем 

S, = (са, — с›а2) + (Cay — сзаз)+...+ 

+ (Cyt ro - Cy On) + (с Cy, — Cust Ant) = 

= (ста! — Си Anat) => 

= Шт $, = lim п (са - Cnt @и +1) = (са, - Г) (существует, конечный). 
N—poo 

Значит, ряд 6) сходится. 

У нас (са, — са.) > SQn4, для любого пе М. По первому 

признаку сравнения, из сходимости ряда (5) следует сходимость 

ряда У ба 1 => сходимость ряда 2,4 => сходимость ряда (1). 
n=l 

16. В случае, когда неравенство (3) выполняется для n> Nz, 

где N.eN, вместо ряда (1) следует рассматривать его остаток 

после №. -го члена, а именно ряд 

Уа,. (7) 
n=N.+1 

У ряда (Т) уже все члены, начиная с первого, будут удовлетворять 

неравенству (3). А тогда по доказанному выше ряд (1) будет схо- 

дящимся, а значит, будет сходиться и ряд (1), так как ряд и его 

остаток после М. -го члена сходятся или расходятся одновременно. 

2. По условию K, < 0 для всех п > №. (№. Е М), т.е. C, 
n+l 

ас а с 
п > —и ntl > "+1 ДлЯ всех п> М, 
a, Cr+l a, 

— Сы <0 => | 

Cy 

(№. Е М). А тогда по третьему признаку сравнения из расходимо- 

сти ряда (2) следует расходимость ряда (1). q 
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Замечание. Условие теоремы 1, что ряд (2) расходится, ис- 
пользуется лишь при доказательстве пункта 2. 

Теорема 2 (признак Куммера в предельной форме). 

Пусть имеется строго положительный ряд 

ха, (1) 

Пусть {c,},cn — последовательность положительных чисел, произ- 

вольная, но такая, что ряд 

| 
== (2) 
n=l Ch 

расходится. Пусть K, =c, - Пусть существует конеч- п+1 ° 

n+l 

ный или бесконечный предел / = lim K,,. Тогда 
П—со 

1. Если [> 0, то ряд (1) сходится. 

2. Если [< 0, то ряд (1) расходится. 

ыы } la. Пусть / > 0, конечное. Возьмем 
| С 1 

0 1-Е 1 Ite => 0 любое, но такое, что /—e>0. По 

условию /= lim K, = взятому => 0 отвечает номер Nz, такой, 
й—со 

что [-=<К, </+e, если п> №. = в частности, Ки >[-6, 

если п > №. (№ Е М). Но тогда по теореме | заключаем, что ряд 

(1) сходится (в роли числа 5 > 0 выступает число /[-е). 

16. Пусть [= +. Имеем lim К, = +. Это означает, что 
П— со 

любому числу М>0 отвечает номер №., такой, что K,>M, 

если п > №. (№ Е М). Но тогда по теореме | заключаем, что ряд 

с у = (1) сходится (в роли числа s > 0 выступа- 

I-e [| Ite 0 ет число М >0). 

2а. Пусть [<0, конечное. Возьмем число &>0 любое, но 

такое, что [+=<0. По условию [= Пт А, = взятому =>0 
пс 

отвечает номер N., такой, что [-=< К, <[ +8, если п> №. => 

в частности, K, </+e (<0), если n> №. . Но тогда по теореме | 

заключаем, что ряд (1) расходится. 
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26. Пусть | = =. Имеем lim K,, = — . Это означает, что любо- 
N—voo 

му числу М >0 отвечает номер Nz, такой, что А, <-М (<0), 

если n> №.. Но тогда по теореме | заключаем, что ряд (1) 

расходится. q 

Замечание. Если lim К, =0, то признак Куммера не дает 
N—oo 

ответа на вопрос о поведении ряда (1). 
Покажем теперь, как при помощи признака Куммера можно 

получить некоторые важные признаки сходимости положитель- 
ных рядов как частные случаи его. 

I. Пусть c, =1, для любого ЛЕМ. Ряд 

У\—=1+1+1+...+1+... 

<< | 
расходится, так что условие, чтобы ряд У — расходился, соблю- 

n=l Ch 

an a 
дено. Имеем K,, = ——-1. Положим D, = 

Gn+l Anti 

Даламбера). Тогда 

(D, — переменная 

K, =D, -1. (6) 

Пусть существует конечный или бесконечный предел 

[= Ит D,. 
П— со 

Видим из (6): 

1) если [> 1, то lim K, > 0 и, следовательно, ряд (1) сходится; 
П—со 

2) если [<1,то lim K, < 0 и, следовательно, ряд (1) расходится; 
N—yoo 

3) если /=1, то ничего определенного о поведении ряда (1) 
сказать нельзя. 

Получен, таким образом, признак Даламбера. 

Пусть имеется строго положительный ряд 

ха, (1) 

a, a Aw 

Пусть О, = . Пусть существует конечный или бесконечный 
а n+l 

предел 
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[= Ит D,. 
N—)oo 

Тогда: 

1) если /[>1, то ряд (1) сходится; 

2) если [<1, то ряд (1) расходится. 

(Если [=1, то признак Даламбера не дает ответа на вопрос 
о поведении ряда (1).) 

co oo | 
II. Пусть c, =n для любого née М.Ряд У, — = У, — расходит- 

n=l Ch n=l 

ся (это — гармонический ряд). Имеем 

а а а 
Ки = Cy Cn HN — (ne =n{ 2-1)-1. 

Qn+l n+l n+l 

Положим R, = ‚(= } (К, — переменная Раабе). Тогда 
n+l 

K,=R,-1. (7) 

Пусть существует конечный или бесконечный предел 

[= Шт А,. 
Nn—yeo 

Из (7) следует: 

1) если /[>1, то lim K,, > 0 и, следовательно, ряд (1) сходится; 

2)если [<1,то lim K, < 0 и, следовательно, ряд (1) расходится; 
П—со 

3) если /[ =1, то ничего определенного о поведении ряда (1) 

сказать нельзя. 
Получен, таким образом, признак Раабе. 
Пусть имеется строго положительный ряд 

Ум, (1) 

an Пусть R,, = nf - ] . Пусть существует конечный или бесконеч- 
Qn+l 

ный предел / = lim R,,. Тогда: 
N—poe 

1) если />1, то ряд (1) сходится; 

2) если [<1, то ряд (1) расходится. 

(Если / =1 ‚ то признак Раабе не дает ответа на вопрос о поведении 

ряда (1).) 
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Замечание. Имеем 

R, =n(D, -1). (8) 

Из (8) следует: 

1) если lim D, >1, то lim R, = +; 
П-оо п- о 

2) если lim D, <1, то lim А, = ==. 
N—yoo N—poo 

Видим, что всего лишь двумя значениями предела переменной 

Раабе, а именно lim R, = += и lim R, = —©, охватываются все 
П— со П— со 

случаи, когда признак Даламбера дает ответ на вопрос о поведении 
ряда (1). Следовательно, признак Раабе значительно сильнее при- 

знака Даламбера. 

Ш. Пусть c, =nInn. Ряд Ут = расходится (это 
2 поп inn 

было показано ранее, см. 53, пример 2). Имеем 

On (п+Пш (+ = а 
f2-—c,,, =nInn- 

n+l n+l 

К, =C, 

= пиши. 97 ион и(1+1)- 
а n n+l 

a 1 n+l 

=nlnn.-— (n+ )Inn=In( 142) = 
n Ans 

a 1 n+l 

= inn} a -1}-1]-in(i+4) , 
Ч n 

Положим В, =Inn- "(= _ '- ] (В, — переменная Бертрана). 
+1 

Тогда " 

1 n+l 

K, = By ~In(1+—) . (9) 

Пусть существует конечный или бесконечный предел 

[= lim B,. 
N—oo 
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n+l 

Так Kak lim In (| ++) =1, то из (9) следует: 
N—Joo n 

1) если />1,To lim А, >0 и, следовательно, ряд (1) сходится; 
ПЭ со 

2) если [<1, то lim А, <0 и, следовательно, ряд (1) расхо- 
n—co 

дится; 

3) если [=1, то ничего определенного о поведении ряда (1) 
сказать нельзя. 

Получен, таким образом, признак Бертрана. 
Пусть имеется строго положительный ряд 

Sa. (1) 

Пусть В, =Inn- Ц Gn _ ) = ] . Пусть существует конечный или 
@п+1 

бесконечный предел / = lim B,. Тогда: 
Noo 

1) если 1 >1, то ряд (1) сходится; 

2) если 1 <1, то ряд (1) расходится. 

(Если lim В, =1, то признак Бертрана не даёт ответа на вопрос о 
N—joo 

поведении ряда (1).) 
Заменание. Имеем 

В, = ши: (В. -1). (10) 

Из (10) следует: 

1) если lim А, >1, то lim В, = +; 
N—poo N—oo 

2) если lim R, <1, To lim В, = =. 
песо П—со 

Видим, что всего лишь двумя значениями предела переменной 

Бертрана, а именно Шт B, = +0 и lim В, = = , охватываются все 
П—со П-со 

случаи, когда признак Раабе дает ответ на вопрос о поведении ряда 
(1). Следовательно, признак Бертрана значительно сильнее при- 
знака Раабе. 
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IV. Признак Гаусса. 
Пусть имеется строго положительный ряд 

dn - (1) 
n=l 

а 
Пусть отношение —— представимо в виде 

Чт 

а 0 АЕ, (11) 
Qn+l п п 

где A, ц, & — некоторые числа, причем a>1; 0, — ограниченная 

переменная, т.е. существует число М > 0, такое, что [09| ЗМ ‚для 

любого ПЕ М. Torna: 

1) если A>I1 (и— любое), то ряд (1) сходится; 

2) если XA<1 (и— любое), то ряд (1) расходится; 

3) если ^=1, ац>1, то ряд (1) сходится; 

4) если ) =1, ац < 1, то ряд (1) расходится. 

> <) Пусть л #1. Из (11) следует lim 
no Ans] 

=% (при любом и) 

=> по признаку Даламбера ряд (1) сходится, если ^>1 (u— 

любое), и расходится, если A<I (ц— любое). 

В) Пусть X=1,a HW #1. В этом случае соотношение (11) имеет 

ВИД 

По признаку Раабе заключаем: ряд (1) сходится, если ц>1 (A=1) 

и расходится, если и <1 (A=1). 

у) Пусть A=1, и =1. В этом случае соотношение (11) имеет 

ВИД 
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а = ‚(= -1)-1- on > 
n+l n 

=> после умножения обеих частей равенства Ha In” получаем 

a, 0, Inv 0, Inn 
м | ( -)-1- al » те. B=. (12) 

Я п+1 

l 
. Inx Xx | 

Имеем lim === lim 5 = lim = 0 > вчастно- 

сти, lim mn =0.A тогда из (12) следует, что lim В, =0 (<1). 
noo И N—yoo 

Значит, ряд (1) расходится, если A=1, H=1. 4 

Пример. Исследовать сходимость ряда 

ГО" 1)!]Р 1 
У (2n)! nt >) 

» Имеем 

a, _| (21-1. (21+2)! yo 

Я п -| (2n)!!-(2n +1)! | nf (n+1)% => 

_, Sn (=) (221) (14 | } (vty 
а \2n+l п] _ 21+1 n)- 

По формуле Тейлора 

1) р, 1 p(p-)) (+) 
| =| — __ 

( ‘sa "Intl 2Qnth? n>)? 

1)? а 1 qq-)) (+) 1+-| =1444— —- |. 
+) vn 2! п? ro п? 

А тогда 
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1+9. _Р_.19@9-0, pq I ppl (+) 
п 21+1 2 п? n(2n+1) 2 (2n+1)? n2 

Р. Р. 
так как —Р =-2.___2 то 

2+1 п 1п(21+1) 

1 \? Вх 9+5 0 
[1+ (1+4) =1+ +—, 

21+1 n n n 

q+5 a, 2,9, где 6, — ограниченная переменная. Итак, =1+ +—. 
n+l n n 

По признаку Гаусса ряд (13) сходится, если q+ 5 > 1, и расходит- 

ся, если 9+5 1. 

Замечание. Из признака Куммера были получены признаки 
Даламбера, Раабе, Бертрана. Следует отметить, что эта цепочка 
все более и более тонких признаков может быть продолжена. 

$5. Признак Коши 

Теорема 1. Пусть имеется положительный ряд 

4h - (1) 
n=l 

1. Если начиная с некоторого места, т.е. для n> №, (№. EN) 

оказывается la, >1, то ряд (1) расходится. 

2. Если начиная с некоторого места, т.е. для п > №. (№. EN) 

оказывается la, <а, где 0<q <1, то ряд (1) сходится. 

> |. По условию, Ya, 21, для любого ПЕМ, п> №. => 

а, >21, для любого ПЕМ, п> №. = а, не может стремиться 
к нулю при п -—>› < => ряд (1) расходится, так как не выполнено 
необходимое условие сходимости ряда. 

2. По условию, “la, < а, для любого пеЕМ, п> М, > a, sq", 

для любого пЕМ, n> Nz, т.е. 
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м, +1, №42. 
ам. +1 Sq N.+2 £q eco 6 

Ho ряд а4^"*! 4 4+? +... — геометрический, сходящийся, так как 

0 <а<!1. А тогда по nepbomy признаку сравнения будет сходиться 

ряд ам. .1 +@м,..2 +... ‚азначит, будет сходиться ряд (1) (если схо- 

дится остаток ряда после №. -го члена, то сходится и сам ряд). 4 

Теорема 2 (признак Коши в предельной форме). 

Пусть имеется положительный ряд 

У“. (1) 

Пусть существует конечный или бесконечный предел / = lim ча» . 

Тогда: oe 
1) если 1 >1, то ряд (1) расходится; 
2) если [<1, то ряд (1) сходится. 

» la) Пусть />1, конечное. Возьмем =>0 — любое, но 

такое, что /—e>1. По условию [= lim lan = взятому €>0 
N— co 

отвечает номер N., такой, что [-=< tla, < [+=, если п> №. => 

в частности, la, >l-e (>1), если п>М№. = по теореме | 

заключаем, что ряд (1) расходится. 
р 16) Пусть [=+°. По условию, 

| > . 
0 1 Me 1 lhe lim 4/a, =+eo = любому числу 

N—oco 

М >1 отвечает номер Ne такой, что будет "а, >M (>1), если 

п > №. => по теореме | заключаем, что ряд (1) расходится. 

"НИИ у = 2) Пусть 0</<1. Возьмем #>0— 

0 I-e J Ite! любое, но такое, что / + ¢ <1. По условию 

[= lim Ча, = ВЗЯТОМУ &>0 отвечает номер Ns, такой, что 

l-e<4a, </+e, если п> №, => в частности, la, </+e (<1), 

если n> №.. А тогда по теореме 1 заключаем, что ряд (1) сходится. 4 

Замечание. Если lim la, = 1, то признак Коши He дает ответа 
П—со 

на вопрос о поведении ряда (1). 
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Пример. Исследовать сходимость ряда 

= (nina 

(Inn)" (о 
n=2 

Inn In ig, и) 
(1) " en е т .. . 

nq = = = .Н a . 
> Имеем a, Inn Inn Inn ness lim 9a, 

По правилу Лопиталя 

2 (In x)? lim (In x) = Ij | I. 2Inx 

х>+ 0 UX X—+00 Х—>+ 2X 

X—>-+00 X+oo Х 

2 

. (Inn)? don 
Следовательно, Шт =0 => lime " =1. А тогда 

По п П— оо 

(In 1)? 

. . ет" 
lim 4a, = lim =0 (<l) => 
П-со n>eo Inn 

=> ряд (2) сходится. | 

$6. Знакочередующиеся ряды 

Ряд 
а +а. +...+а, +... 

называется знакочередующимся, если оказывается 

Qn° Qn. <9, для любого NEN, 

т.е. если соседние члены ряда имеют различные знаки. 
Станем обозначать через а, абсолютную величину л-го члена 

ряда. Пусть для определенности первый член ряда положитель- 
ный. Тогда знакочередующийся ряд запишется в виде 

а - а +а:-а4+...+ (-" "а, +... = У (-1)""'a, (1) 
n=] 

Для знакочередующихся рядов имеется достаточно общий и прак- 
тически удобный признак сходимости, принадлежащий Лейбницу. 
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Теорема (признак Лейбница). Если абсолютные величины чле- 
нов знакочередующегося ряда (1) монотонно убывают, т.е. 

а 24а. 2а32...2а, >... , (2) 

и если 

lim а, =0, (3) 
no 

то ряд (1) сходится. 

» Рассмотрим сначала частичную сумму ряда (1), содержа- 

щую четное число членов 

Son =а1 -@а› +а3 -а4+...+а2--@а2 (п=1,2,... ). 

Запишем выражение для 5), в виде 

Son = (A, -а2) + (аз -а4)+... + (@2.-1 -а2и) (4) 

(сумма 5>„ содержит конечное число слагаемых, и потому основ- 
ные законы действий справедливы здесь без каких-либо ограниче- 
ний). Каждое слагаемое в правой части выражения для $2, неотри- 

цательно. Следовательно, последовательность {5„} „к — неубыва- 
ющая. 

Запишем теперь выражение для S>, в виде 

San = а, - (а› -аз) - (44 — 45) —... - (@2т-2 - 42-1) -@а2". (5) 
——Щ— —— < a ad — 

>0 >0 >0 >0 

Из (5) ясно, что Sy, < а1, для любого пе М. Значит, {52} < 

последовательность, ограниченная сверху. 

Так как последовательность {s),} _., — неубывающая и огра- 

ниченная сверху, то существует конечный предел 

5 = Ит s,,. (6) 
П— со 

Рассмотрим теперь частичную сумму ряда (1), содержащую 
нечетное число членов. 

521+1 = Ay -@2 +43 —- Ag t+... FA an] — Bay t+ Gana, = Soy FQ ng => 

=> lim So n+] = lim Son + lim @2п+1 . 
П—со noo noo 

Оба предела справа существуют, причем второй из них по условию 
равен нулю. Значит, существует и предел слева, и для него 
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lim 52141 =5. (7) 
П—со 

Из (6) и (7) следует, что существует конечный lim s, = 5 без всяких 
П—со 

оговорок относительно четности или нечетности индекса п. Сле- 

довательно, ряд (1) сходится. | 

Замечание I, Пусть ряд (1) удовлетворяет условиям теоремы 
Лейбница и пусть 5 — сумма этого ряда. Из доказательства теоре- 

мы следует, что последовательность [52 ск стремится при п -> co 

К 5, монотонно возрастая. Следовательно, 52, < $, для любого 

ПЕМ. Имеем, далее, 

51 =, 

55 =а, -а› +3 =a, - (а) — 43) = S$; — (42-43) = 5,253, 
20 20 

55 =Q,;-Q,+Q4;-Q,+a5=S,;-(€4,-a5) = $5255, 
—— 

>0 

и так далее. Получаем, таким образом, 

5] > 53 > 55 >...> Son-] >... 
9 

т.е. последовательность {52,1}... стремится при  —> co KS, MOHO- 

TOHHO убывая. Следовательно, S,_-; 25 для любого пЕМ. 

Итак, имеем 

So, SSS 521-|, ДЛЯ любого ПЕМ. (8) 

В частности, при п =1 будет а, -a, 55S a, = 0$35<а.. Зна- 
—— 

>0 

чит, сумма 5 знакочередующегося ряда (1), удовлетворяющего ус- 
ловиям теоремы Лейбница, имеет знак первого члена ряда, и аб- 
солютная величина этой суммы не превосходит абсолютной вели- 
чины первого члена. 

Замечание 2 (об оценке суммы остатка ряда). 
Пусть знакочередующийся ряд (1) удовлетворяет условиям 

теоремы Лейбница. Рассмотрим сначала остаток ряда (1) после 
2т-го члена. Обозначим сумму этого остатка через в. 

с = Gamat ~ 22m4+2 + @ 2+3 — @2т+4 + .... 
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По замечанию | имеем: 0<с<а.2и.1. Видим, что 

1) сумма с остатка ряда имеет знак первого члена остатка, и 

2) [с] < 42.1, Т.е. абсолютная величина суммы остатка не 

превосходит абсолютной величины первого члена этого остатка. 

Рассмотрим теперь остаток ряда (1) после (2т-1)-го члена. 

Обозначим сумму этого остатка через б: 

б = —@2т + @2т-1 — @2т+2 +...= - (ам — Gamat + @2т+2 —... ) . 

Пусть 

Сб. =а>м — Gamat + @2т+2 — ... , (9) 

а тогда 

б=-6.. (10) 

Замечаем, что ряд (9) — знакочередующийся и удовлетворяющий 
условиям теоремы Лейбница. Первый член ряда (9) — положитель- 
ный. Поэтому, по доказанному выше, будем иметь: 

1) 6, > 0; 

2) |5... < Adm. 

Но тогда: 

1) 6 <0 (так как б=-56,); 

2) [8] =| 5.|= 6 < аз. 
Следовательно, и в этом случае имеем: 

1) сумма с остатка ряда имеет знак первого члена остатка; 

2) |5] < 47m, т.е. абсолютная величина суммы остатка не пре- 

восходит абсолютной величины первого члена остатка. 
Замечание 3. Следует помнить, что в признаке сходимости 

Лейбница ряд должен удовлетворять трем условиям: 
1) знакочередуемость членов ряда, 
2) монотонное убывание абсолютных величин членов ряда, 

т.е. а, 2Q,,,, для всех NEN, 

3) стремление к нулю абсолютной величины общего члена 

ряда при noo, т.е. lima, =0. 
N—oo 

Каждое из этих условий подлежит обязательной проверке. 
Рассмотрим пример. 
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Пусть имеется ряд 

со (-1)” 

(11) 
2+ (-1)" 

Видим, что ряд (11)— знакочередующийся и что 

| 
lim а, = lim = 0. Однако условие a, 24,,; выполнено 
П—со N—peo Jn n+ (-1)” 

не для всех НЕМ. В самом деле, имеем 

| | vn+1—Vn+2-(-1)""! 
Qn — аи = _ = 

Уи + (1) Vn+14(-1)™! (vn + со") (/+т+е" 

Так как знаменатель последней дроби положительный, то имеет 
смысл рассматривать лишь числитель этой дроби. Имеем 

— ((РУИ+ = (1yatl Jn+1—Vn+2-(-l) It? (-1)"*! | 

Приходим к выводу: a, — 4,4; < 0 ‚если п — четное, и a, -—a,,, >0, 

если п — нечетное. Значит, абсолютные величины членов ряда (11) 

убывают не монотонно. 
Покажем теперь, что ряд (11) расходится. Действительно, 

имеем 

(-1)”  _ С" Ма - (-1)"| Vn | 
Vn +(-l)" n=l = CM al ne 

Значит, ряд (11) можно рассматривать как разность рядов 

Fy Wt = > (-1" -a, (12) 
n=2 п-| n=2 

И 

>. (13) 
п=2П 1 

Ряд (12): - 
1) знакочередующийся; 

2) lim a, = lim 2 lim =0; 
on—| dn (1 - +) 
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3) аа. = vn _ n+l _ nvn-(n-1)vn4! _ 
7 п-| n n(n —-1) 

n n+1 — 

nen (n—- 1)? (я +1) 

: n(n—1)[ndn + (n-1)vn+ 1] 

Tak как знаменатель положителен при всех натуральных n> 2, 
то следует рассмотреть лишь числитель. Имеем 

ne — (п-1) (п? - 1 ani —- из +п+п? -lL=an*4+n-1>0, 

для всех пе М. Значит, а, >а,.| для любого пЕМ, n22. 

Вывод: ряд (12) удовлетворяет всем трем условиям признака 
сходимости Лейбница => ряд (12) сходится. 

Ряд (13) — гармонический = ряд (13) расходится. 
Но тогда расходится и ряд (11). В самом деле, если предполо- 

жить, что ряд (11) сходится, то тогда должен сходиться и ряд (13) 
(как разность двух сходящихся рядов (12) и (11)), а это не так. 

$7. Ряды с членами любых знаков 

В этом параграфе рассматриваются знакопеременные ряды 
общего вида, когда знаки членов ряда не обязательно чередуются 
(или знаки чередуются, но теорема Лейбница неприменима из-за 
немонотонного убывания абсолютных величин членов ряда). 

1°. Общий признак сходимости рядов (критерий Коши). 
Будем опять записывать ряд в виде 

хм, (1) 

Здесь через а, обозначен п-й член ряда вместе со своим знаком. 
Мы знаем, что сходимость ряда (1) равносильна сходимости 

последовательности его частичных сумм 

[5 нем (2) 
Но для сходимости последовательности (2) необходимо и доста- 
точно, чтобы любому = > 0 отвечал номер М, такой, что как только 

п> Мит> М, так сейчас xe |s,, -5,| <. 

Пусть для определенности m>n (n>WN). Положим 

m=n+p, рЕМ. Тогда 
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5 т 5 = Sntp — Sy = Any + Anya +. + Ant p . 

Получаем, следовательно: 
Для того, чтобы ряд (1) сходился, необходимо и достаточно, 

чтобы любому =>0 отвечал номер WN, такой, что как только 

п > N , так сейчас же 

an + Any? + st Ong р <€, ‘для любого peN. 

Это и есть общий признак (критерий Коши) сходимости 
рядов. 

2°. Абсолютная сходимость и условная сходимость. 
Наряду с рядом (1) рассмотрим еще ряд 

У (3) 

(ряд (3) составлен из модулей членов ряда (1)). 
Определение. Ряд (1) с членами любых знаков называется 

абсолютно сходящимся, если сходится ряд (3), составленный из 
модулей членов ряда (1). 

Теорема 1. Абсолютно сходящийся ряд есть ряд сходящийся. 

p> По условию, ряд (1) абсолютно сходящийся. Это означает, 

что сходится ряд (3). Но тогда по критерию Коши любому € > 0 

отвечает номер М, такой, что как только n > N, так сейчас же 

[| + |4.+2| + ...+[аи.›|<&, для любого peN. 

Так как [ent + Onyo + .. One| S$ |an41|+|@n42| + vt [ans pl» TO при 

п > М№ будет 

[а + Ang? +... + Ons р) <=, для любого peN. 

Получаем, следовательно: любому = > 0 отвечает номер М, такой, 

что как только n> М, так сейчас же 

Ca + An49 + ...+ Ong p| <=, для любого peN. 

Последнее означает (по критерию Коши), что ряд (1) сходится. 4 

Замечание. Доказанная теорема необратима. Может оказать- 

ся, что ряд (1) с членами разных знаков сходится, а ряд (3), 
составленный из модулей членов ряда (1), расходится. 
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— | 
Так, например, ряд У (-1)"*! "= сходится (он — знакочереду- 

n=] 

ющийся, удовлетворяющий условиям теоремы Лейбница). Ряд 

же, составленный из модулей членов этого ряда, а именно >= , 
n= 

расходится (это гармонический ряд). 
Определение. Ряд (1) с членами разных знаков называется 

условно сходящимся, если он сходится, а ряд (3), составленный 
из модулей членов ряда (1), расходится. 

Изложенное выше приводит к разделению всех сходящихся 
рядов на два класса: ряды абсолютно сходящиеся и ряды условно 
сходящиеся. 

Отметим, что все сходящиеся положительные ряды входят в 
класс абсолютно сходящихся рядов. 

$8. О перестановке членов в сходящихся рядах 

Лемма. Если положительный ряд 

Уха, (1) 

сходится, то его члены можно переставлять произвольным обра- 
зом. Отэтого сходимость ряда не нарушится, и величина его суммы 
не изменится. 

» По условию, ряд (1) сходится. Пусть 5 — сумма этого ряда. 

Переставим в ряде (1) его члены произвольным образом. Полу- 
чим ряд 

An, + Ay, +...+а,, +.... (2) 

Обозначим через 5, N-10 частичную сумму ряда (1), а через с, k-10 
частичную сумму ряда (2). Имеем 

O, = an, + ay, + we + ал, . 

Положим р = max{i,, П 5»... › пу} и рассмотрим Sp ‚о Т.е. р-ю час- 

тичную сумму ряда (1). Нетрудно понять, что все слагаемые, 
входящие в состав с, , войдут также и в состав S,. Поэтому будет 
Ок < 5р. У нас ряд (1) положительный, и его сумма равна 5. Но 

тогда 5, SS для любого ре М, а следовательно, и подавно 
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Oo, <$5, для любого КЕМ. (3) 

Заметим, что последовательность {o, } ken — Неубывающая и огра- 

ниченная сверху. Следовательно, существует конечный предел 

с = limo,. 
k— ео 

А значит, ряд (2) сходится и с — сумма этого ряда. 

У нас o, $s, для любого КЕМ (см. (3)). Переходя в этом 

неравенстве к пределу при К ->› <, получим 

oss. (4) 

Видим, что от перестановки членов в положительном сходящемся 
ряде его сумма не увеличивается. Но тогда она не может и умень- 
шиться, ибо в противном случае обратная перестановка членов 
приводила бы к увеличению суммы ряда, что невозможно. Значит, 
с = 5. Лемма доказана. q 

Теорема. Члены абсолютно сходящегося ряда можно произ- 
вольным образом менять местами. От этого абсолютная сходи- 
мость ряда не нарушается и величина его суммы не изменяется. 

> Пусть ряд 

Dn (5) 

— абсолютно сходящийся. Значит, сходится ряд 

|4. |. (5) 
| n= 

Переставим вряде (5) ero члены произвольным образом. Получим ряд 

Dn, = ny +а,, +...+а,, +.... (6) 

ra
d 

И.
 

Нужно показать, что ряд (6) — абсолютно сходящийся, т.е. что 

сходится ряд 

Qn, X14, | , (6) 
k=l 

и что сумма ряда (6) равна сумме ряда (5). 

Заметим, что ряд (6) получается из ряда (5) той же переста- 

новкой членов, что и ряд (6) из ряда (5). Так как ряд (5) — 
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положительный, сходящийся, то по лемме ряд (6) тоже сходится. 
А это означает, что ряд (6) сходится, и притом абсолютно. 

Остается показать, что сумма ряда (6) равна сумме ряда (5). 

|a,,| + а, . _ |@,|-а 

2 7 7 

b, =а,, если а >0; В, =0, если a, <0; 

Положим 6, = 2. Ясно, что 

с, =0, если a,>0; c, = -a, (>0), если а, <0. 

Значит, 6, >20 ис, 20, для любого пе М. Следовательно, ряды 

Ув, (7) 

Ус, (8) 

— положительные. Кроме того, ряды (7) и (8) — сходящиеся: 
первый — как полусумма, а второй — как полуразность двух 
сходящихся рядов (а именно рядов (5) и (5)). 

Введем в рассмотрение ряды 

УВ, (9) 

и Ус. (10) 
k=l 

Ряд (9) получается из ряда (7), а ряд (10) получается из ряда (8) той 
же перестановкой членов, что и ряд (6) из ряда (5). Отметим, что 

b, —C, =@,, 

(11) 

Так как ряды (7), (8) — положительные, сходящиеся, то по лемме 
сумма ряда (9) равна сумме ряда (7), а сумма ряда (10) равна сумме 
ряда (8). Значит, сумма разности рядов (9) и (10) будет равна сумме 

разности рядов (7) и (8). А тогда, принимая во внимания соотно- 

шения (11), заключаем, что сумма ряда (6) равна сумме ряда (5). «4 

Замечание. В рядах, сходящихся условно, перестановка членов 
ряда недопустима. Перестановка членов в таких рядах может изме- 
нить сумму ряда или даже привести к нарушению сходимости ряда. 
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Чтобы убедиться в этом, рассмотрим пример. Пусть имеется 

ряд 

ee Oe > I) > [-1 5+3-1+3 с... (12) 

Выше было показано, что ряд (12) сходится, но не абсолютно. 
Поменяем местами члены в ряде (12), расположив за каждым 

положительным членом два отрицательных. Получим ряд 

Pr tf 2 2 2d 1 1 1 
ЗЕ 815 0 Dt . (13) 

Обозначим п-ю частичную сумму ряда (12) через s,, а К-ю 
частичную сумму ряда (13) — через o, . Имеем 

1 I tf 21] 1.1 1 ] | 1 | 
= + + +... + _- 

" 243 6 8 5 10 12 2n-1 41-2 4n 

| 

1 1 1 1 1 4 1 1 
— — ... 

2 4 6 8 10 12 4n-2 4п 

=$(1-5+4-4+5-44 tote tats 

~ 2 2345 6  Qn-1 2.) 2°77" 

Пусть s — сумма ряда (12). Отметим, что 0<5<1 (см. замечание | 
“Об оценке суммы знакочередующегося ряда, удовлетворяющего 
условиям теоремы Лейбница”). Тогда 

e ] e ] 

Ито, =~lims,, =—s. 
N—poo 2 по 2 

Имеем далее 

+—! yi, 
2n+1 п 2°’ 

| | 
0) =O — ›—5. 3n+2 3n+l An + 2 n—eo 2 

O3n+1 = Оззи 

| 
Значит, с’ > 5 5 , без всяких оговорок относительно индекса 

— oo 

] 
к. Последнее означает, что ряд (13) сходится и его сумма равна 5 5. 

Так как s #0, то заключаем: перестановка местами членов 
ряда (12) привела к изменению суммы ряда. 
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59. Умножение абсолютно сходящихся рядов 

Пусть имеются ряды 

а, =A; +а2 +а3+...+а,+а, +... (1) 

n=l 

> 5, = b) + by +6: +...+6 +6, +... (2) 
n=] 

Ряд 

Sich, где си=а в +7 bp) +... +а в +a, в, (3) 
n=l 

называется произведением рядов (1) и (2). В развернутом виде ряд 
(3) записывается так: 

a,b, + (a,b, +a 5b,) + (a,b; +b, +a3b,) +... + 

+ (a,b, +а>65,_ +...+а,6)+... 

Теорема Коши. Если ряды (1) и (2) сходятся абсолютно, то ряд 
(3) тоже абсолютно сходится. При этом если A, В, С есть суммы 
рядов (1), (2), (3) соответственно, то С =А.В. 

}» Рассмотрим бесконечную прямоугольную матрицу 
> 

a,b, a,b, a,b, ... аб, 

a,b, a,b, a,b, ... a,b, 

a,b, a,b, a,b, ... a,b, 

ses wee (M) 

a,b, a,b, a,b, ... a,b 
a пп 

V 
Элементы матрицы (М) различными способами можно располо- 
жить в форме последовательностей. Если затем члены этих после- 
довательностей соединять знаком “+”, то будем получать различ- 
ные ряды. Все эти ряды будут отличаться друг от друга лишь поряд- 
ком расположения их членов. 

Рассмотрим два способа расположения элементов матрицы 
(М) в форме последовательностей. 
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1. По “диагонали”: 

> 

у 

Такой схеме соответствует ряд 

a,b, +а 6. +a,b, +a,b, +a,b, +a,5,+... (4) 

Заметим, что ряд (3) получается из ряда (4) объединением его членов 
в группы из одного, затем из двух, затем из трех членов и т. д. 

2. По “квадратам”: 

у 

Такой схеме соответствует ряд 
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a,b, + a,b, +а>6. + ab, + a,b, + 425; + 4363 + а36> + а36] + 

(5) 
Подчеркнем еще раз, что ряды (4) и (5) отличаются друг от друга 
лишь порядком расположения своих членов. 

Покажем, что ряд (5) сходится абсолютно, т.е. что сходится 

ряд 

la,5,| + la,5,| + la,6,| + l25,| + la,5| + |6 + [1365 + |136. + a5] +... 

(5) 
Для этого возьмем любую частичную сумму ряда (5) . Нетрудно 
понять, что при достаточно большом л все слагаемые этой час- 
тичной суммы будут содержаться в сумме 

QO, = lay by] + [ay bp| + lay 5] + ... +|a,5,| + 

+626 | + @›6.]| + [2 >63| +... + 

+|a,b,| + [@,6>| + |a,b3| + ... + |a,5,| 

Имеем О„ = А». В, , где A, =|a,|+ la,|+.. .+|a,|, В n = [bi + [bo] + 
+... +|b,| есть n-e частичные суммы рядов 

Zl (7) 

> (3) 
соответственно. Заметим, что ряды (1) и (2) — положительные, 

сходящиеся (ибо по условию ряды (1) и (2) сходятся абсолютно). 

Пусть А и В есть суммы рядов (1), (2) соответственно. 

Тогда для любого neN: A, SA, В, <В = A,B, <А- В, т.е. 

О, < A-B. Следовательно, и подавно любая частичная сумма 
ряда (5) будет < А.В. 
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Итак, имеем: последовательность частичных сумм ряда (5) 
монотонна и ограничена сверху. Значит, она имеет конечный 
предел, и, следовательно, ряд (5) сходится. Но тогда ряд (5) 
сходится, и притом абсолютно. 

У нас ряд (4) получается из ряда (5) некоторой перестановкой 
членов. Значит, ряд (4) тоже абсолютно сходится. Отметим также, 
что ряды (4) и (5) имеют одну и ту же сумму. Обозначим ее через 5. 

Было замечено ранее, что ряд (3) получается из ряда (4) 

объединением его членов в группы из одного, из двух, затем из 
трех членов и т. д. Значит, ряд (3) тоже сходится, и его сумма С 
равна 5. 

Было установлено выше, что ряд (4) сходится абсолютно, т.е. 
что сходится ряд 

|] +16 >] + la, ,| + [163] +|a2b,| + |a3b,| + ... (4) 

Объединим члены ряда (4) в группы из одного, затем из двух, 
трех членов и т. д. Получим сходящийся ряд 

|6] + (а,5.] + la0,]) + (в.в + la,5,| + la36)]) +... (4) 

Так как модули членов ряда (3) не превосходят соответствующих 

членов ряда (4), то ряд, составленный из модулей членов ряда 

(3), сходится. А это означает, что ряд (3) сходится абсолютно. 
Выше было доказано, что сумма ряда (3) равна 5 (она равна 
суммам рядов (4) и (5)). 

Остается показать, что 5= А.В. 
Для этого снова возвратимся к ряду (5). Объединим члены 

ряда (5) в группы из одного, затем из трех, затем из пяти членов и 

т. д. Получим ряд 

a,b; + (a,b, + a,b, + ayb,) + (a,b; + a,b; + a3b, + a3b, + a3b,) +... 

(6) 
Ясно, что ряд (6) сходится и его сумма равна 5. Пусть 7, — n-a 

частичная сумма ряда (6). Легко видеть, что 7, = А, : B,, где A, 

и В, — п-е частичные суммы рядов (1) и (2) соответственно. У Hac 

ряды (1) и (2) сходятся, и их суммы равны соответственно Ди В. 
Но тогда 

lim T, = Шт (А, -B,) = lim A, -lim В, = A-B, 
N—poo N—poo N—oo N—0o 

т.е. 

5=А.В. 4 
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Замечание 1. Если ряды (1) и (2) сходятся, но не абсолютно, 
то их произведение, т.е. ряд (3), может оказаться даже расходя- 
щимся. Убедимся в этом на примере. 

со со со 1 1 

Пусть An (-1)"" — ‚ У = > (-1" "=. Ряд-про- 24 = "Ts У 
изведение будет таким: 

Sc - 5-1 О О ПН 7 | 
n — —— —  ———Щ ees — — e 

р asl vi vn V2 Vn-1 vn Vi 

Заметим, что ряды-сомножители есть ряды знакочередующиеся, 
удовлетворяющие условиям теоремы Лейбница и, следовательно, 
сходящиеся. Но они сходятся не абсолютно, так как ряды, состав- 
ленные из модулей их членов, расходятся. 

Имеем 

[ЕЕ 1 + т] 

" 1 vn 2 Vn-1 Мм) 

ЕЕ ЕЕ) =" 1 = =1, для любого neN 
n Jn п “п Jn Уп) n 

всего п слагаемых 

=> с, не может стремиться к нулю при п > co, Значит, ряд-про- 

изведение Ус, расходится, так как не выполнено необходимое 
n=l 

условие сходимости. 
Замечание 2. Справедливы следующие утверждения (прини- 

маем их без доказательств). 
1. Если ряды (Т) и (2) сходятся и хотя бы один из них сходится 

абсолютно, то ряд-произведение (3) сходится. При этом если A, 
В, С есть суммы рядов (1), (2) (3) соответственно, то С =А-В. 

(Это — теорема Мертенса. В ней не гарантируется абсолютная 
сходимость ряда (3), если из рядов (1), (2), только один оказыва- 
ется абсолютно сходящимся.) 

2. Пусть ряды (1) и (2) сходятся, и оба сходятся лишь условно. 
Тогда, если ряд-произведение (3) оказывается сходящимся, то 
между суммами А, В, С рядов (1), (2), (3) существует связь 
C=A-B. 

(Это — теорема Абеля.) 
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Все изложенное в $8 и $9 показывает, что абсолютно сходя- 
щиеся ряды обладают некоторыми основными свойствами конеч- 

ных сумм; для рядов неабсолютно сходящихся эти свойства, 
вообще говоря, не имеют места. 

Напомним эти свойства. 
1. Сходимость и сумма абсолютно сходящегося ряда не изме- 

няются при произвольной перестановке его членов. Иначе гово- 
ря, для абсолютно сходящихся рядов справедлив переместитель- 
ный закон сложения. 

2. Два абсолютно сходящихся ряда можно перемножать как 
обыкновенные многочлены, т.е. каждый член одного ряда умно- 
жать на каждый член другого и результаты складывать в любом 
порядке; получающийся ряд тоже абсолютно сходящийся. 

3. Для абсолютно сходящегося ряда остается в силе свойство: 
“абсолютная величина суммы не превосходит суммы абсолютных 

Ха, 
n=l 

но взять неравенство |а, +а. +...+4, 

рейти в нем к пределу при n— oo). 
Для установления абсолютной сходимости знакопеременного 

величин слагаемых”: < У |а,| (для доказательства достаточ- 
n=l 

<|а!|+|а>]| + ...+[а,| и пе- 

ряда У а, K ряду, составленному из модулей членов этого ряда, 

n=l 

могут быть применены все признаки сходимости, установленные 

для положительных рядов. Но нужно быть осторожным с призна- 

ками расходимости. Было отмечено: если ряд У'|а„| оказывается 
n=l 

расходящимся, TO ряд У а, может все же сходиться (условно). 

n=l 

Установим достаточные признаки условной СХОДИМОСТИ ДЛЯ 

некоторого вида знакопеременных рядов, не являющихся абсо- 

ЛЮТНО СХОДЯЩИМиИСЯ. 

$10. Признаки сходимости рядов Дирихле и Абеля 

Г’. Преобразование Абеля. 
Рассмотрим сумму парных произведений вида 

¥ о = 048, + 952+. -+0иви. (1) 
i=l



Положим 

B, =В, В. =В +В», В; =В +B. +В, ..., Ви = В, +В» +...+8, => 

В, = Ву, Bp = В› - Ви, Вз = By - Bo, ..., Ви = Ви - Ви. 
Тогда сумму (1) можно записать в виде 

а, =a, . В! + 09(By - Ви) + оз(Вз - By) +... + Om(By -— Ви-1) = 
i=l 

m 

=> У,оВ, = (си — &2) By + (©, — аз) By +... + (Ont — Чи) Ви-1 + OmBrn. 
i=l 

(2) 
(2) — так называемое тождество Абеля. 

Опираясь на формулу (2), выведем следуюшую оценку для 
сумм вида (1): 

Лемма. Если множители с; не возрастают, т.е. &, >A, 203 > 

>...2а„ (или не убывают, т.е. © Sa, <а; <...<а„) и если 

абсолютные величины сумм В, (ij =1, 2,...,m) ограничены од- 

ним и тем же числом Ё > О, т.е. |B < L (1=1,2,...,т), то 

3,87) < (|+ 2m) ео 
> Имеем из (2): 

Хед < lox, - а В! + lo. - аз В> |+... - On| Вм-1| + | || Вт < 

< р (с, - ©. + lo. - 03|+.. [OI - On| + lon) . 

Так как разности (a, — 05), (“5 —@3), -.., (си -@,,) все одного 

eB, 

Важно обратить внимание на TO, что в неравенстве (3) оценка 
рассматриваемой суммы дается через первый и последний ее 
члены и не зависит от числа слагаемых в этой сумме. 

Приступим теперь к выводу признаков сходимости рядов 
Дирихле и Абеля. 

знака, то будем иметь <L (с, — On| + |o nl) < L(cx)| + lo m|) 4 
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2°. Теорема 1 (признак Дирихле). 
Пусть имеется ряд вида 

UKM. . (4) 
k=l 

Рассмотрим две последовательности: 

и been (5) 
и 

[5% } КЕМ (6) 

(бк = Uy + #2 +...+Их ›т.е. 5, — К-я частичная сумма ряда Уи). Тог- 
k=l 

да, если 
1) последовательность (5) — монотонно убывающая и такая, 

что „0 (> vy >0, А=1,2,... ), и если 

2) последовательность (6) — ограниченная, т.е. существует 

число М > 0 такое, что |s,|< М, КЕМ, то ряд (4) сходится. 

№ Возьмем = > 0 — любое. Мы докажем, что ряд (4) сходится, 

если покажем, что взятому = > 0 отвечает номер WN такой, что как 

n+p 

Tay 
k=n+l 

только n> М , так сейчас же < при любом рЕМ (см. 

критерий Коши сходимости числовых рядов). Заметим, что 

п+р 

У ик = ны nti * (7) 
К=и+1 

Сумма (7) имеет вид (1), если положить в ней В; = U,,;, 9; = У, 

i=1,2,..., р. Попытаемся оценить сумму (7) с помощью леммы. 

Имеем 

| + 82+... +В р = [et + Мина +. Иль p| = ISn+p - S,| < [Snel +|s,|< 2M 

при любом рЕМ, ибо [5% < М при любом КЕМ (2M выступает 

в роли числа L). По условию у, ——>0. Значит, взятому => 0 
— со 

отвечает номер WN, такой, что как только А > М, так сейчас же 

€ 
у, <>. По лемме 

к `6М. 
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п+р 

У икук| = Щ— Хы n+i| 3 2M (| Vast] + 2[v n+p|) = 2M (у, +2Vnsp), 
k=n+l 

при любом peN. Следовательно, при n>N будем иметь 

n+p Зе 

У ику, | < 2М— == при любом peN. 
k=n+l 6M 

Таким образом, показано, что любому € > 0 отвечает номер №, 

п+р 

такой, что как только п> М, так сейчас же | У ииу,| <= при 
k=n+l 

любом рЕМ. Значит, ряд (4) сходится. 

3°. Теорема 2 (признак Абеля). 
Пусть имеется ряд вида 

DUE, . (4) 
k=l 

Рассмотрим последовательность 

Wk been (5) 
и ряд 

Uk - (8) 
k=l 

Тогда, если 
1) ряд (8) сходится и 
2) последовательность (5) монотонная и ограниченная, т.е. 

существует число М > 0, такое, что lv,| <M при любом КЕМ, 

то ряд (4) сходится. 

>» Возьмем = > 0 — любое. Мы докажем, что ряд (4) сходится, 

если покажем, что взятому = > 0 отвечает номер №, такой, что как 

п+р 

только п> №, так сейчас же У ик <= при любом рЕМ. 
k=ntl 

n+ p 

И здесь отмечаем, что uy = и +i» По условию ряд (8) 
k=n+l i=l 

сходится. Значит, взятому = > 0 отвечает номер N, такой, что при 

п > N будет выполняться неравенство | + И, +2+..НИл+ р <— 3 7 
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при любом р Е М (см. критерий Коши сходимости числовых рядов). 

= . = 
В обозначениях, принятых в лемме: [B;| < зи» i= 1.2, ..., D3 (Зи 

n+p 

выступает в роли числа L>0). По лемме | Уши | = 
k=n+l 

P = 
= | UnsiMasi| < 3M (+2, р], если n> N, a p— любое нату- 

iz! 
n+p 

ральное. Но |v,,,|< М; Е: М. Следовательно, | У ик, | < 5, 
k=n+l 

если n>N,a peN — любое = ряд (4) сходится. 4 

Заменание. Признак Лейбница является частным случаем при- 

знака Дирихле. 
Действительно, в признаке Лейбница рассматривается ряд 

вида У (1) a, в котором 4, 2472...2a,2... и lima, =0. 
k=] 

ео 

k-I Положим и, =(-1)", и =a,. Имеем |s,]=|uy + и2+..+иц| = 

= |1-1+1-..+С |} 1, КЕМ; {been = {а} дем — MOHOTOHHO 

убывающая и такая, что У, = 0. Видим, что условия признака 
— со 

= k-l 
Дирихле выполнены. Следовательно, ряд У (- 1) a, сходится. 

k=l 
Пример. Исследовать сходимость ряда 

$ COSA хе [0, Qn]. (9) 
k=l 

№» При х=0 и x=2n ряд (9) принимает вид yo. Это 

гармонический ряд. Мы знаем, что он расходится. Значит, ряд (9) 

расходится в точках x =0 и х= жк. Выберем теперь и закрепим 

| 
любое хе (0, 2к). Положим и, =coskx, К=1,2,... ; У, =F 

| 
k =1,2,... . Последовательность {% } к = т 

убывающая и такая, что у, ——>0. У нас и, (х) = соз Ах. Значит 
k —yeo 

— MOHOTOHHO 

КЕМ 
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S, = COSX + COS 2x + COS 3х+...+с0$ Ах. Умножим обе части после- 

_ x 
днего равенства Ha 2sin=. Получим 

‚Хх ._х ._х 
2sin=—-s, =2sin—-cosx+2sin~-cos2x + 

2 2 2 

_ Xx _ x 
+ 2sin > - COs3x+...+2sin > - COs Ах. 

Так как 2sinacosB = sin(B + a) —sin(B - a), то будем иметь 

2sin~-s, = sin =~ — sin + т — sin 2 | + 
2 “7 2 2 2 2)" 

(2k +1)x _. (2K-1)x)_ . (2K +1)x x 
+(sin я sin 5 J=sin 5 sins - 

У нас хе (0, 2x). Значит, sin > > 0. А тогда 

sin 2+ их 

Sp = 2 x 2. > |s,| < 3 для любого КЕМ 
251 > sin 

=> {Si been — ограниченная, для любого закрепленного х из 

(0, 2к). Таким образом, при любом закрепленном x из (0, 2x) ряд 
(6) удовлетворяет условиям признака Дирихле. Значит ряд (6) 
сходится при любом x из (0, 2к). 4



Глава 6 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

И РЯДЫ 

$1. Последовательности функций 

1°. Пусть имеется последовательность функций, заданных на 

множестве Х = {х} 

по) ск» ХЕХ. (10) 

Пусть Ес АХ. Пусть при каждом за- F(x) 
крепленном х из E последовательность 

(10) имеет конечный предел. Ясно, что 
этот предел будет представлять собой 
функцию отх, определенную на множе- 
стве E. 

Будем обозначать этот предел через 
Е(х) и называть предельной функцией 
последовательности (ly) на множестве 
Е. Запись: 

x 

=> 

-
Е
 

— 
— 

уч = 
ww 

| 

Рис. 6.1. K примеру 1. 

График функции у = Р(х) 

F(x) = lim fim), хеЕ. (2) 

Пример 1. Для последовательности {f,,(x)} = {х"}ием: 

Х = (->, +00); Е = (-1,1]; 

_ [0, хе(-11 
х=|. 
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Пример 2. Пусть последовательность | Х, (x)} сн задана на про- 

межутке [0, 1] графически (см. рис. 6.2). 

В этом примере F(x)=0, хЕ[0, 1]. В самом деле, в точке 

х=0 имеем /,(0)=0, для любого пеЕМ = Шт f,(0)=0. 
N—poo 

Выберем и закрепим теперь любую точку ху е (0, 1]. Всегда Mox- 

но указать Ло EN, такое, что будет — < Xp и, следовательно, 
0 

будет Л,(хо)=0, для любого п> ип (НЕМ) => Шт f(x) =0. 
N—yoo 

Так как точка Xp — любая, принадлежащая (0,1), то получаем 

F(x) = 0, для любого хе (0, 1]. Было отмечено выше, что Р(0)=0. 

Следовательно, F(x) = 0, x €[0, 1]. 

Пусть последовательность (1) сходится на множестве Е. Пусть 

F(x) — предельная функция последовательности (Ip) Ha Ё, т.е. 

F(x) = lim Л, (х), хе Е. Введем понятие “равномерно сходящей- 
пс 

ся” последовательности функций. Мы подойдем к этому сложно- 
му понятию, проведя некоторые предварительные рассуждения. 

Возьмем => 0 — любое, произвольно малое, и закрепим его. 

Возьмем какое-нибудь значение х = х, из множества E. Последо- 

вательность | fn(x1)} y — Числовая, сходящаяся к F(x,). Следо- 
ПЕ 

вательно, взятому =>0 отвечает номер (обозначим его №) 

такой, что при всех п> М, будет выполняться неравенство 

|F(x1) - Л,(ж1)| <= (номер N,, берем наименьший из BO3MOX- 

ных). Возьмем затем другое значение х=х,› из E (х2 #X,). 

(п=1) (п=2) (п=3) 

Рис. 6.2. К примеру 2. Графики функций у = Л, (х). 
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Последовательность { (2) к — числовая, сходящаяся к F(x). 

Следовательно, взятому => 0 (тому же самому) отвечает номер 

N,, такой, что при всех n> №,, будет выполняться неравенство 

|F(x2) — fy(x2)| <= (номер /№,, берем наименьший из возмож- 

ных). Отметим, что, вообще говоря, /№,, * №, так как при 

X =X, наша последовательность может сходиться “медленнее” 

или “быстрее”, чем при x = x,. Представим себе, что мы продела- 

ли такое для каждого х из Ё; мы получим в результате бесконеч- 

ное множество номеров {N,}. Логически мыслимы два случая: 1-й 

случай — множество номеров {N,} ограничено сверху, т.е. суще- 

ствует такой номер WN, что все номера М№, < М; 2-й случай — 

множество номеров {N,} не ограничено сверху, т.е. среди номе- 
ров N, имеются как угодно большие номера. Оказывается, что 

именно от этого различия в строении множества номеров {N x} , 

т.е. от различия в характере сходимости последовательности (1) 

и зависят многие свойства этой последовательности (см. дальше 

теоремы 1—3). 

В первом случае последовательность (16) называется равно- 

мерно сходящейся к Р(х) относительно х на Ё, а во втором — 

неравномерно сходящейся Ha EL. 

Дадим теперь более сжатое определение. 

Определение. Последовательность {/,(х)} ‹„› сходящаяся Ha 

множестве Ек F(x), называется равномерно сходящейся к F(x) 

относительно x на E, если любому &>0 отвечает номер N, 

зависящий только от € (не зависящий от х), такой, что как только 

п > М, так сейчас же |F (х)- Л, (x)| < = одновременно для всех х из 

Е. Если же такого номера N He существует, TO последовательность 
называется неравномерно сходящейся на множестве 2. 

Если последовательность | fr} ск сходится к Р(х) на Е 

равномерно относительно х, то пишут: 

fi OOS F(X), xe €. 

Замечание. Пусть 

Л.(х) ===3Е(х), ха[а, 6]. (3) 
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Ay y=F(x)+e Геометрически соотношение 
(3) означает: график любой функ- 

ции y=f,(x), xela,5], при 
п> № на всем протяжении OT 
х=а до х=ф целиком содер- 
жится в 28 -полосе графика фун- 

кции у = F(x), хе[а, 6]. 

В нашем примере 2 нельзя 
указать номера М, начиная с ко- 
торого графики функций 

Рис. 6.3. K геометрическому 
истолкованию 

соотношения у = t,x) , ХЕ[0, |], на всем npo- 

Г. ©) —3 F(x), хе], В]. тяжении от X=0 до х=| лежа- 

ли бы целиком в 2&-полосе гра- 

фика функции у=0, хе[0,1]. В этом примере предельная 

функция Р(х)=0, x e[0,1]. Вывод: в примере 2 последователь- 

ность {fri} en , x €[0, |], сходится к F(x) на промежутке [0, 1] 

неравномерно. 
Теперь мы приступим к рассмотрению вопросов, из которых 

станет ясной полезность введенного понятия равномерной сходи- 
мости последовательности функций. 

2°. О непрерывности предельной функции. 

Пусть имеется последовательность функций {/, (x)} ск ‚ ХЕБ. 

Пусть члены последовательности f(x) (п=1,2,... ) непрерывны 

на Е. Пусть F(x) — предельная функция для {fn} ск на E. 

Вопрос: Будет ли при этом непрерывной на £ функция F(x) ? 

Ответ: Не всегда. 
Действительно, рассмотрим снова пример 1. В этом примере 

члены последовательности: f(x) =х” (п=Ь2,... ) непрерывны 

на промежутке (-1, 1]. Предельная же функция 

0, если хЕ (-1, 1) 

|) ели х=| 
Teopema 1 (о непрерывности предельной функции). 
Пусть дана последовательность функций 

tf} к» xek. (1) 
Пусть f(x) е C(E). Пусть F(x) — предельная функция для после- 

F(x) = терпит разрыв в точке x =1. 

довательности (1) Ha Ё, т.е. F(x) = lim f,(x), xe &. Тогда: если 

<) S33 F(x), xe E, 10 Е(х) е’С(Е). 
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» Возьмем => 0 — любое. Выберем и закрепим на Е любую 

точку хо. По условию /Л(х)===3Р(х), xeE = Взятому 

=> 0 отвечает номер М, зависящий только от &, такой, что 

= 
F(x) — Л, (х)| <3 одновременно для всех х из Е, если п>М. 

Возьмем номер т — любой, но такой, что т > N, и закрепим его. 

По условию функция /„(х)е С(ЁЕ) => вчастности, /„(х) непре- 

рывна в точке ху. Следовательно, взятому => 0 отвечает 6 >0, 

такое, что как только хеЁЕ и К-ж <6, так сейчас же 

|7. (х) — Ли (хо) < =. Имеем 

F(x) — Е(хо) = (F(x) — fn) + (Fin) — Ли(хо)) + (Ли(хо) - F(%0)) > 

|F(x) — F(xo)| < [Е — их) + [fn (%) — Fn (%0)] + [Уи(хо) — F(%0)]. 

Ho |F(x) - /„(х)| < для всех хе ЕЁ, ибо т> № = вчастности, 

[и (хо) = F(x)| < = »TAK какточка X) ЕЁ. aes) _ Ли (хо) < = если 

ХЕЕи |х _ хо <5. Таким образом, получаем |F(x) _ Е(хо)] <€, 

если xe E u [x — хо] <6. Последнее означает, что функция F(x) 

непрерывна в точке ` ху. У нас точка ху — любая, принадлежащая 

Е. Значит, F(x) е C(E). | 

Заменание 1. Условие f,(x) ==3 F(x), хе Е является дос- 

таточным для непрерывности функции F(x) на E, но оно не 

необходимо. 
Действительно, рассмотрим снова пример 2. В этом примере 

предельная функция F(x)=0, хе[0, 1]. Значит F(x) е С(0, 1), 

хотя последовательность {/,(х)} _., 
в этом примере, не является равномерно сходящейся на проме- 

жутке [0, |]. 

Замечание 2. Если члены последовательности (1) непрерыв- 

ны на £, а предельная функция F(x), хе Е, этой последователь- 

ности оказывается разрывной на Ё, то последовательность (1) 
сходится на Ё неравномерно. 

хЕ[0,1], рассматриваемая 
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В самом деле, если бы последовательность (1) была равномерно 

сходящейся Ha Ё, то предельная функция F(x), хе Е, была бы 

непрерывной на E, а это не так. 
Вернемся еще раз к примеру |. В этом примере члены после- 

довательности x} , ХЕ(-1, 1], непрерывны Ha промежутке 

(-1,1], предельная же функция F(x), хЕ (-1, |], оказалась раз- 

рывной на промежутке (-11]. Следовательно, последователь- 

HOCTb {x"} yr хе (-1, 1], сходится Ha промежутке (-1, 1] нерав- 
ne 

номерно. 
3°. О предельном переходе под знаком интеграла. 
Пусть имеется последовательность функций 

{fil} ен, x €[a, 8]. (1) 

Пусть F(x) предельная функция для (1) на [a,b], т.е. 

Е(х) = lim f,(x). Пусть f,(x) € R((a, bj) для любого neN и 

F(x) € К(а, b)). 

Возникает вопрос: справедливо или нет соотношение 

b b a”) 
lim J Л.С) dx = [пт 169 4% | | F(x) a ? (4) 

Короче: допустим или нет предельный переход под знаком интег- 
рала? 

Оказывается, что соотношение (4) справедливо не всегда. 
Убедимся в этом на примере. 

Пример 3. Пусть последовательность {fn} ск задана на 
промежутке [0,1] графически (см. рис. 6.4). 

Совершенно так же, как и в примере 2, 
ЛУ убеждаемся, что предельной функцией для 

м этой последовательности будет F(x) =0, 
| | = f(x 

=F) x €[0, 1]. Следовательно, | F(x) dx = [0dx =0. 
| 0 0 

| = и | | т | ‚> меем далее J ибо dx = =~ -n =>, для любо- 
nn о n 

Puc. 6.4. roneN = lim | fa dx = I 
К примеру 3 noe 2 
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Видим, таким образом, что lim | ло ах % f(tim fulx)) de 
neo 0 9 Ste 
*. A Le a 

=1/2 =0 

Теорема 2. Пусть имеется последовательность функций 

(о ен» x €[a, В]. (Г) 

Пусть F(x) — предельная функция для (Г) Ha [a,b] (Т.е. 

F(x) = lim f(x), x ef[a,b]). Пусть /,(х) € R({a, b}), для любого 

néN u F(x) е А(а, 5)). Тогда: если f,, (x) ===3 F(x), x €[a, В] то 

b b b 
tin | f(x) oe = [ит 1.69) dx | ГЕО) tx) 

>» Для определенности считаем а < В. Возьмем = > 0 — любое. 

По условию Л,(х) ===3 F(x), x e[a, 6], = Взятому = > 0 отве- 
чает номер ^, зависящий только OT €, такой, что 

[f,(x) - F(x) < 
Имеем 

Сразу для всех хе[а, 6] ‚если п> М. 

b b b 

| ful dx - [ Рода =[(f,0) - FQod)dx = 

b b 

=> J f(x) dx — | = Г f,(x) = F(x))dx| < 

«Пл ИЕ 7 а) ==, если п> №. 

Последнее означает, что [F (x) dx = lim Af f(x) dx. 

Замечание 1, Условие: Ль(х) = 3 Е (x), хе[а, 6], является 

достаточным для допустимости предельного перехода под знаком 
интеграла, но оно не необходимо. 

В самом деле, вернемся к примеру 2. В этом примере F(x)=0, 

x €[0, |]. Следовательно, [ода = 0, те. Г лед] к = 0. 
Имеем далее, 
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| [рвов 1=5- ‚ для любого пЕМ => 

у= 1, (х) | 
: tim [f(a = Him = 0. 

x 

yi i Видим, что lim | ода = 
2п п 0 

| 
Рис. 6.5. К. примеру 2 = [1 №69} ах (=0), хотя последователь- 

д 

HOCTb { FiO} en , x €[0, 1], не является равномерно сходящейся к 

своей предельной функции на промежутке [0, 1]. 

Заменание 2. Пусть f,(x) € В(а,6]), F(x) е В(а, 5]). Если 
b 

оказывается, что lim | /,(х) dx = | F(x) dx, то последовательность 
П—со 

а а 

{fn} en» хЕ[а, 6] , сходится на [a,b] неравномерно. В нашем 

примере 3 последовательность {f(x} хЕ [0,1] сходится на 
neN? 

[0, 1] неравномерно. 

4°. О дифференцировании последовательностей. 
Пусть имеется последовательность 

о} ск, x €([a, В. (1) 

Пусть F(x) — предельная функция для (1) на [a, 5]. Пусть на 

промежутке [а, 5] существуют //(х) и F(x). 

Вопрос: Справедливо или нет соотношение lim п fn (x) = = F(x)? 

Ответ: Не всегда. 
Убедимся в этом на примере. 
Пример 4. Пусть 

vn (x) Fen ~ 

Здесь Е(х) =0 » ЛЕ [0, 2%] => F(x) =0, ХЕ [0, 21] > 

f(x) = созих , для любого ne N, хЕ[0, 2x]. Последовательность 

sin nx 
| ‚ ХЕ[0, 2]. 
ПЕМ 

{fn(x)} on = {cosnx} _. не стремится к нулю на промежутке 

[0, 2x], так как, например, при x = 0 ее предел равен единице. 
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Теорема 3. Пусть имеется последовательность 

17%} en» хв[а, 8]. (1) 

Пусть F(x) — предельная функция для (1) Ha [a, b], т.е. 

F(x) = lim f, (x), x €[a, В]. Пусть члены последовательности (1) 

имеют в [а, 6] непрерывные производные f, (x) . 

Тогда: если последовательность, составленная из производ- 

ных, а именно 

{FV nen» (5) 
сходится равномерно на промежутке [a, b], To F(x) имеет на [а, 5] 

производную Р”(х), причем Л, (x) =—3 F’(x), хе[а, 6]. 

№» Положим lim f(x) =9(x), хе[а, 6]. Так как //(х) € С(@, 5}) 

и Ло) = 0) ‚ хЕ[а, b], то p(x) е С(а, b]) (см. теорему 1). 

Возьмем любую точку ху Е (а, 5) и закрепим ее. Дадим ху прира- 

щение Ах, любое, но такое, что Ах #0 и точка ху + Ax e[a, 6]. 

Рассмотрим разность 

Лихо + 4X) - Л.) _ 
Ах 

ф(хо). (6) 

По теореме Лагранжа 

Г. (хо + Ах) - Л. (хо) = Л/(хо +0Ах)Ах (0<0<1). 

Поэтому 

Лихо + Ax) ~ Sn(Xo) 

Ax 
— 9(Xo) = Ли(Хо + BAX) — (Xq) = 

= ( Ли(хо + 0Ах) — ф(хо + @Ax)) + (‹ (хо + BAX) —-ф(х о) > 

_ [Со + АХ) - Л, (хо) _ 

| Ax 
(Xo) < 

(7) 
< | Х/(хо + в Ах) — $ (Xo + @Ax)| + lp (хо + BAX) -Фф (хо). 

Возьмем =>0 — любое. По условию //(х) == 3 (x), 
И — со 

x e[a, 6], => взятому => 0 отвечает номер N, зависящий только 
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, Е 
OT &, такой, что как только п > N, так сейчас же | T(x) - ф(х)] < 5 

сразу для всех хе[а, b]. Отсюда следует, что 

Fi(xo + BAX) — ф (ху + вдх) < 5 ‚ если п>№. (8) 

Было отмечено, что ф(х) е С(а, 5]) = $(х) — непрерывна 

в точке ху => взятому > 0 отвечает 6 > 0, такое, что как только 

xe [a,b] и [x _ Xo| <6, так сейчас же lo (x) - (Xo) <= => если 

|Ax| < 5, то, принимая во внимание, что 0 < 6 <1, получим 

Е (хо + OAX) - 9 (хо) < 5. (9) 

Из соотношений (7), (8), (9) следует неравенство 

|7 (хо + Ax) ~ Л. (хо) 

| Ах 
—-Ф(хо)| <=, если n>N и |АХ|<5. (10) 

Переходя в этом неравенстве к пределу при п -> co, получим 

| F(xq + Ax) — Е(хо) 

| Ax 
—$Ф(хо)| Se, если [Ax <8. (11) 

Таким образом, мы доказали, что любому =>0 отвечает 5 > 0 

такое, что как только Ах < 6 так сейчас же выполняется неравен- 

Е(хо + Ax) - Е(хо) 

Ах 
ство (11). А это означает, что jim, = 0(Xo) , т.е. 

х- 

Е”’(хо) существует, причем 

Р”(хо) = Ф(хо) © lim Si(Xo) = Р’(хо). 

Так как точка ху — любая, принадлежащая (a, b), то получаем: 

F’(x) существует для хе (a,b), причем Е”(х) =Ф(х), хеЕе(а, bd), 

а это означает Шт f(x) = F’(x), xeE(a, bd). 
П—со 

Аналогично проводится доказательство для точек Xp =a и 
Ху = 5. Следовательно, будем иметь 

lim f(x) = F’(x), для любого x e[a, 6]. 
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5°. Признаки равномерной сходимости последовательности функ- 
ций. 

Теорема 4. Пусть имеется последовательность функций 

О см ‚ ХЕД. (1) 

Пусть F(x) — предельная функция для последовательности (1) на 

Е,т.е. F(x) = lim f(x), хе Е. Для того чтобы последовательность 
N—oo 

(1) сходилась к F(x) на Е равномерно, необходимо и достаточно, 

чтобы было: 

lim sup| f(x) — Со) =0. (12) 

} Необходимость. Дано: /,(х) = 3 F(x), xe E. Требуется пс 

доказать, что lim sup|f,(x) - F(x)| =0. 
no хЕЕ 

Возьмем => 0 — любое. Так как Л,(х)=З F(x), xe E, то 
N—yoo 

взятому © >0 отвечает номер М, зависящий только OT €, такой, 

что как только п > М, так сейчас же | Л, (<) -Е (х) <> сразу для 

всех хЕЁ => зир|/, (x) - F(x)| <= (< =), если n>. 
xeE 

Заметим, что последовательность ео Л,(х)-Е о — чис- 
xeE ПЕМ 

ловая. Показано, что любому > 0 отвечает номер М такой, что 

как только n> №, так сейчас же sup|f,(x) — F(x)| <=. А это 
xeE 

означает, что lim sup|f,(x) — F(x)| = 0. 
No хЕЕ 

Достаточность. Дано: Шт sup|f,(x) - F(x)| = 0. Требуется до- 
ПП xeE 

казать, что fi F(x), хеЕ. 

По условию, lim sup|f,(x) - Е(х)| =0 = любому => 0 отве- 
< ye E 

чает номер М, такой, что как только п > N, так сейчас же 

sup|f,(x) — Р(х)| <=. (13) 
ХЕЁ 
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Отметим, что здесь номер № зависит только OT =, ибо последователь- 

НОСТЬ {sup TA(x)-F cI} — числовая. Из (13) следует, что если 
xeE ПЕМ 

п > М, то сразу для всех хе Е будет | S,A(x) - F (x)| <. Показано, 

что любому = > 0 отвечает номер №, зависящий только от €, такой, 

что как только п > М, так сейчас xe | f,(x) — F(x)| < = сразу для всех 

x e E. Последнее означает, что /,(х) = 3 F(x), хеЕ. 4 
П— со 

Теорема 5 (критерий Коши равномерной сходимости последова- 
тельности функций). 

Пусть имеется последовательность функций 

nO} ен » XE E. (1) 

Для того чтобы последовательность (1) имела на E предельную 

функцию F(x) и чтобы последовательность (1) сходилась к F(x) 
равномерно Ha Ё, необходимо и достаточно, чтобы любому => 0 
отвечал номер WN, зависящий только от в, такой, что как только 

п > №, так сейчас же при любом ре М исразу для всех xX Е E было 

Л. р(х) — fn(x)| <=. (14) 
№ Необходимость. Дано: последовательность (1) имеет на Е 

предельную функцию F(x), и Л, (х) = F(x), хе Е. Требуется 

доказать, что любому = > 0 отвечает номер М, зависящий только 
OT €, Такой, что как только п> №, так сейчас же при любом 

рЕМ и сразу для всех хе Е будет Fup (*) - f,(x)| <€. 

Возьмем => 0 — любое. По условию, /,(х) = F(x), xe E 
п— 00 

=> взятому = > 0 отвечает номер №, зависящий только от Е, такой, 

as © 

что как только n> М, так сейчас же | S,A(x) -F (x)| < 5 сразу для 

всех хЕЁ. Пусть т — любое натуральное число, удовлетворяю- 
щее условию т> №. Тогда сразу для всех x из E будет 

[fn (x) - F(x)| < 5. Имеем 

Лт) — Л.) = (Л, (х) - F(x)) + (F(x) - Л,(х)) => 

=> [У — О 5 „© - ЕО] + [Ех - | = 
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=> если m>N и n>WN, то сразу для всех x из Е будет 

е = 
[7 (<) = Fn(x)| < 5+5 

Положим т=п+р, реЕМ. Теперь предыдущее неравенство может 

= =. Пусть, для определенности, т > п (п > М). 

быть записано ввиде fae p(X) - ful] < Е ДЛЯ всех хе Е,еслип > М, 

ар — любое натуральное число. Необходимость доказана. 

„Достаточность. Дано: любому = > 0 отвечает номер №, зави- 

сящий только от €, такой, что как только n> М, так сейчас же 

при любом реЕМ и сразу же для всех x из Е оказывается 

| fins p(X) — Sn (x)| <Е. Требуется доказать, что у последовательнос- 

ти {f,(x)}_ к, xe, имеется на Е предельная функция F(x), 

причем Л, (x) === F(x), хеЕ. 

Возьмем на множестве Е любое x = xq и закрепим. Последо- 

вательность {[/,(х)} _. при х=хо будет числовой. Для Hee вы- 
ПЕМ 

полнены условия критерия Коши сходимости числовых последо- 

вательностей. Следовательно, последовательность { Лихо) on 

имеет конечный предел при И -> ®°. У нас хо — любая точка из 

множества Е. Значит, у последовательности {/,(х)} (, хе EL, на 

множестве Е существует предельная функция Р(х). Остается 

показать, что 

©) F(x), xe E. N— co 

Для этого возьмем = > 0 — любое. По условию, взятому € > 0 от- 
вечает номер WN, зависящий только от €, такой, что как только 
п > №, так сейчас же при любом peN и сразу для всех x из Е 

Lae p(*) — Л.) <=, те. Л(х)-=< Л. (Хх) < А) +e. (15) 

Пусть в (15) я — любое, удовлетворяющее условию п > М, закреп- 
ленное. Перейдем при этом условии в неравенстве (15) к пределу 

при p— +. Так как Лир) —— F(x), хеЕЁ, то получим 

1, (<) -=< Е(х) < 1, (х) +=, хе Е, т.е. |/,(х) - F(x)| < = для всех x 

из Е, если п> №. У нас Мзависит только от =. Получили: 
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Любому =&>0 отвечает номер №, зависящий только OT $, 

такой, что как только п> №, так сейчас же |7, (<) — F(x)| < = 

сразу для всех x из Е. Последнее означает, что /,(х) = F(x), 
п— со 

ХЕРД. 
Пример 1. Исследовать на равномерную сходимость последо- 

вательность 

(Рон = = | ‚ xe[0, 1]. 
l+n+Xx neN 

> F(x) = lim f,(x) = lim ИХ — = lim nx _ 
lN— oo > | И+Х n>0o (= 4 

п|-+1+— 
n n 

= lim —~— =x, xe[0,1]: 
N—yoo | 

l+—+— 
n n 

|| хх? | х+х? в (<) 
= - ltn+x| ltn+x Г ‘ 

обозначение 

|) - = - 

x? +(n4+1)(2x 41) 

(l+n+x)* 
Имеем: r(x) = >0, xe[0,1] => F(x) строго 

возрастает на промежутке [0,1]. Следовательно, sup г,(х) = 
xe[0, 1] 

x? +x | = 2 > lim su r(x) = lim 2 
l+n+x|_, n+2 р no +2 

=r, (х) | = =0 => 

данная последовательность сходится равномерно на промежутке 

[0,1]. < 
Пример 2. Исследовать на равномерную сходимость последо- 

вательность {/.(х)} _., =| nx =f , ХЕ[0, ||. 
mu l+n ПЕМ 

2пх 2пх 
> F(x) = lim f,(%) = lim = lim =0, xe([0, 1]; 

2 x? N—oo + N—)oo 

1+" х m{x? + — 
Hn 
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2nx | 2их 
э 

1+72х2| 14n?x? 
х=[0,1] = r, (x) = |F(x) — f,%)| = |0 - 

2n (1- п?х?) 

(1+12х2)2 
> r(x)= => r(x)=0 при xen. 

| 
При переходе черезточку х = — производная меняет знак с “+” на 

n 
| 

“—” => r(x) вточке x = — имеет максимум. Следовательно, 
n 

2nx 
sup г, (х) = г. (х)]_1 = =| => 

xe{0. 1] " 1 1+n?x? I 
x=— 

n 

= lim sup r,(x)=1 (#0) => 
N° хе0, 1] 

= данная последовательность Ha промежутке [0, 1] сходится нерав- 

номерно. < 

$2. Функциональные ряды (общая теория) 

1°. Пусть имеется ряд 

и, 9. (10) 
n= 

Пусть все члены и„(х) (n = 1, 2,... ) ряда (1) определены на MHO- 

жестве Х = {x}. Пусть E( E < X ) есть совокупность всех значений 

аргумента X, при которых ряд (1) сходится. Тогда FE называют 

областью сходимости этого ряда. 
Отметим, что областью сходимости ряда (19) может оказаться 

числовое множество самого различного строения. В дальнейшем, 
как правило, мы будем иметь дело со случаями, когда областью 
сходимости ряда будет промежуток — замкнутый, открытый или 
полуоткрытый; конечный или бесконечный. 

Нетрудно понять, что в области сходимости ряда (IQ) его л-я 
частичная сумма, а также сумма и сумма остатка ряда после я-го 
члена будут функциями от х. Будем обозначать их соответственно 

5и(х), s(x), К „(х), ХЕ Е. 

Рассмотрим несколько примеров. 
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п 
Пример 1. Ух" =1 +х+х?+...+х" +... . В этом примере 

п=0 

Х =(-~, +0); E=(-1,1): s(x) =, 
Пример 2. 

УИ хх” =(-х)+(-х)х+(-х)х? +... +@а-хх"+... 
n=0 

В этом примере Х = (-оо, +00); Е = (-1, |; 

1, хЕ(-1, 1) 

9 = 1) x=! 

Пример 3. | пхе-"" _ (n- хе |. В этом примере 
n=] 

X = (-00, +00); Ё = (-°, +0); s(x) =0, x (-, +0). Действи- 

тельно, при х=0 имеем s(0)=0, так как все члены ряда равны 

нулю. Пусть теперь х — любое, конечное, не равное нулю. Имеем 
для такого х: 

5„(х) = |xer*" _- 0| + | 2xe"** * - хе-х' | + [хех * — 2хе-2х' +... + 

+ G — Эхе" _ (п- 2) xe"-)* + [иже ~(n- ет -6е | = 

Вывод: данный ряд сходится при любом хиз (-о, + ©) , причем 
s(x) =0, x (-°, +0). 

Введем понятие равномерно сходящегося ряда. Важность это- 
го понятия станет ясна из дальнейшего, когда мы придем 
к выяснению вопроса о том, когда для функционального ряда, 
представляющего собой (если говорить формально) “сумму бес- 
конечного числа функций”, сохраняются основные свойства сум- 
мы конечного числа функций. Дело в том, что не всегда сумма 
ряда непрерывных функций оказывается непрерывной функци- 
ей, не всегда интеграл от суммы ряда непрерывных функций 
равен сумме ряда интегралов от каждой из этих функций, не 
всегда производная от суммы ряда дифференцируемых функций 
равна сумме ряда производных от каждой из этих функций. 
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Встретившись с такими фактами, естественно было пытаться 
определить, каким добавочным условиям должен удовлетворять 
функциональный ряд (или каким должен быть характер сходимо- 
сти этого ряда), чтобы для него оставались справедливыми основ- 
ные свойства суммы конечного числа функций. В поисках этих 
условий математики 40-х годов прошлого столетия пришли 

к понятию “равномерно сходящегося ряда”. 
Определение. Пусть имеется функциональный ряд 

Yn), xeE. (1) 

Пусть этот ряд сходится на множестве Ёи 5(х), хе E, —erocymMma. 

Пусть {n(x} ск , ХЕЁ, — последовательность частичных сумм 

ряда (1). Ряд (1) называется равномерно сходящимся на множестве 

Е, если 5„(х)===35(х), xe E. 

Иначе: 
Ряд (1), сходящийся на множестве ЕЁ, называется равномерно 

сходящимся на Ё, если любому => 0 отвечает номер №, завися- 

щий только от &, такой, что как только Я > М, так сейчас же 

|s(x) - 5„(х)| <= (т.е. R(x) <=) сразу для всех xe E. 

Пример 4. Исследовать на равномерную сходимость ряд 

У. (2) 
n=l xX" +n 

» Замечаем, что при любом закрепленном хе (-—, +00) этот 
ряд удовлетворяет условиям теоремы Лейбница. Значит, он схо- 
дится на множестве Ё = (-о, + oo), Возьмем теперь = > 0 — любое. 
Мы знаем, что для суммы остатка ряда, удовлетворяющего усло- 
виям теоремы Лейбница, справедлива оценка 

(-1" | 1 
+ (п+1)| x? 4+(041)’ 

| „(>| sb ХЕ (-°°, +00) . 

| 
Ясно, что <—, для всех ХЕ (-°°, + 00). 

n x? +(n+1) 

Рассмотрим неравенство 

des. (3) 
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Неравенство (3) выполняется при всех п (n EN), удовлетворяю- 

| | 
щих условию л > М ‚где М = E(+). Отметим, что NV = E() 3aBH- 

= 

сит только от € (N He зависит OT х). Но тогда и подавно [R,,(x)| <Е 

сразу для всех хе (-°, + сэ) , если только п > №. 

Вывод: данный ряд сходится равномерно на промежутке 

(—co, -- со) . < 

2°. О непрерывности суммы ряда. 
Пусть имеется ряд 

хи, 69, ХЕЁБ. (1) 

Пусть ряд (1) сходится Ha Eu s(x) — его сумма. 

Вопрос: Будет ли 5(х) непрерывной функцией Ha Ё, если 

члены ряда (1), т.е. функции и„(х), непрерывны на Е? 

Ответ: Не всегда. 
В самом деле, вернемся к примеру 2. 

В этом примере ряд сходится на проме- 

жутке (-1, 1]. Члены ряда и„(х) = (1-х)-х” 

есть функции непрерывные на промежут- 

ке (-1,1]. Однако сумма ряда 5(х)= 

1, хЕ(-1, 1) 

0, х=| 

x 

|
 

_
 

4
}
 

Рис. 6.6. К. примеру2 = есть функция разрывная. 

Она терпит разрыв в точке х =1. 
Теорема 1. Пусть имеется ряд 

Уи, (>), ХЕЁ. (1) 
n=l 

Пусть s(x), xe E, — сумма ряда (1). Пусть u,(x) е C(E). Тогда: 

если ряд (1) сходится равномерно на Ё, то s(x) еС(Ё). 

№» По условию u,(x)eC(E) = частичные суммы ряда (1) 

51(х), 52(Х), ..., 5,(x), ... есть функции непрерывные Ha E как 

суммы конечного числа непрерывных функций. По условию 
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имеем также 5,(х)===35(х), хе Е. Но тогда по теореме 1 

предыдущего параграфа о непрерывности предельной функции 

заключаем, что 5(х) е С(Ё). q 

Замечание 1. Равномерная сходимость ряда (1) на Ё достаточ- 

на для непрерывности Ha Ёсуммы ряда s(x), но она не необходи- 

ма. Например, у ряда У, [хех —(n- I)xe“" P=") ‚ ХЕ (-, + 00) , 
n=l 

сумма s(x)=0, x (-°, +0), а значит, 5(х) е С((-, °°)), хотя 

этот ряд и не является равномерно сходящимся на промежутке 

(-о, +00) (это будет показано ниже). 

Заменание 2. Если члены ряда (1) есть функции непрерывные 

на ЕЁ, а сумма s(x) этого ряда оказывается функцией разрывной 

на £, то ряд (1) будет неравномерно сходящимся на E. 
Рассуждаем от противного. Допустим, что ряд (1) сходится 

равномерно Ha ЕЁ. Но тогда, по теореме 1, сумма s(x) этого ряда 

должна быть непрерывной на Ё, а это не так. 

В нашем примере 2 члены ряда u,(x) = (1-х)х" есть функции 

непрерывные на промежутке (-1,1], асумма s(x) этого ряда есть 

функция разрывная на промежутке (-1,1]. Значит, ряд 

¥ (1 —х)х" сходится неравномерно Ha промежутке (-1, 1]. 
n=0 

3°. О почленном интегрировании ряда. 
Теорема 2. Пусть имеется ряд 

Su,(x), хе[а,Ы. (Т) 
n= 

Пусть u,(x) е С(а, b]) (n =1, 2,... ). Тогда: если ряд (1) сходится 

равномерно на промежутке [a, 5], то его можно почленно интег- 

рировать, т.е. 
БГ = oo b 
Темно] = % | un(x) dx. 

p> Пусть s(x) — сумма ряда (Т) ‚ 5„(х) — п-я частичная сумма 

ряда (Т). Отметим, что 5(х) e C([a, Ь]) как сумма равномерно 
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сходящегося ряда непрерывных функций. Значит, 5 (х) е А(а, 6], 

т.е. 5 (х) 4х существует (т.е. (5 и „ош существует). По усло- 
а \П= 1 

вию, ряд (Т) сходится равномерно на промежутке [а, 6]. Значит, 

s,, (x) ——3 s(x), хе[а, В]. По теореме о предельном переходе 
п) 

под знаком интеграла (см. теорему 2 предыдущего параграфа) 

b b 

lim J s,(x) dx = ] s(x)dx. (4) 

b 
Заметим, что | 5„(х)ах существует, ибо S,,(x) € C((a, Ь]) как сумма 

а 

конечного числа непрерывных функций. Имеем 

b b 

J 5y(x) dx = Гм) +и>(х) +... + и, (x) ах = 

b b b n 6 

= | u(x) dx + [из (х) dx +... + fu,(x)dx = У, [uz (x) dx = oy. 
a a a Ка 

Здесь с, — п-я частичная сумма ряда 

У, J un (x) ах. (5) 

Соотношение (4) в новых обозначениях имеет вид 

b 
lim o, = J s(x) dx. (6) 

a 

b 
Было подчеркнуто выше, что | 5 (х) 4х существует. Значит, суще- 

а 

ствует конечный предел с = limo, , а это означает, что ряд (5) 
П—со 

сходится и его сумма равна с. Таким образом, получили: 

oo b 
= с, т.е. Гуно шк = У, Jun(x) 4х. 4 

а \П=1 n=lq 
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Замечание 1. Условие равномерной сходимости ряда (Т) ABIA- 
ется достаточным для допустимости почленного интегрирования 
функционального ряда, но оно не необходимо. 

Пример. Рассмотрим ряд ¥ (1 —x)x", x e[0, 1]. Этот ряд cxo- 
n=0 

1, x e[0, 1) 

0, x=l1 о 

Видим, что члены данного ряда есть функции непрерывные Ha 

промежутке [0,1], а сумма s(x) есть функция разрывная на этом 

промежутке. Значит, наш ряд сходится неравномерно на проме- 

дится на промежутке [0,1], и его сумма sa) =| 

| 
жутке [0,1]. Имеем J s(x)dx = fi -ax =1. Имеем, далее, 

0 0 
| | 1 

f un(x) dx = f (1- x) x" ак = | (х" - х"") ах = 
0 0 0 

А тогда 

со | со 

>] „(х)ах = > ) (7) 
n=00 nao\" +1 n+ 

Пусть 6, — п-я частичная сумма ряда (7). Имеем 

+-(-)-9-6-9--6ы---9- n 2) \2 3) (3 4 п-1 п) \n п+1). 

ии > c= limo, = tim (1-—}=1, 
n+ N—yeo N—yoo 

Видим, таким образом, что 

хотя исходный ряд был неравномерно сходящимся. 
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Заменание 2. Если оказывается, что 

(Es cx as # $ fu (x) dx, 
а \n=l n=lq 

то исходный ряд ( 1 ) не является равномерно сходящимся на про- 

межутке [a, 6]. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что ряд (1) сходится 

равномерно на промежутке [a,b]. Но тогда должно быть по 

теореме 2 

Гм] = Зоо 
а \n=l 

а это не так. 
Пример. Рассмотрим ряд 

У [xen _(n- Iyxe De" x [0,1]. (8) 
=I 

Раньше было показано, что сумма 5(х) этого ряда равна нулю Ha 

промежутке (-—о, + со). Следовательно, в частности, 5(х)=0, 

I 
x e[0,1]. Значит, |5(х) 4х = [0-dx =0. Имеем, далее, 

0 0 

ты, (х) ах = Ге" —(n- Гхе-(@-0х* | dx = 
0 0 

ТЕ ох? 2] _ Lt nx? 2] = -5[° х al-(n—Dx?]- 5 Je х d{-nx*] = 

xl = [т- == 
x=0 2 еп е" ° 

со | eo 

% J unl) dx ->5 (= -x). (9) 

_1 —(n-1)x? _ mm?) 

~ 2 le ° 

Таким образом, 

Обозначим через oO, п-ю частичную сумму ряда (9). Имеем 
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СЫН 
Видим, что 

ГИ о со | 

По # > | u,(x) dx. 
0 ‚ #=0 , 

=0 | 

Вывод: ряд (8) сходится на промежутке [0,1] неравномерно. 
(Значит, он сходится неравномерно на промежутке (-, + 09) .) 

4°. О почленном дифференцировании функционального ряда. 

Теорема 3. Пусть имеется ряд 

У и, (х), хе[а, 6]. (Т) 
n=l 

Пусть этот ряд сходится на промежутке [a, 5]. Пусть члены ряда 
(1) имеют в [a, 5] непрерывные производные и’(х). Тогда: если 
ряд, составленный из производных, 

>46 (10) 

сходится равномерно на промежутке [а, 6], то исходный ряд (1) 

можно в промежутке [a, 5] дифференцировать почленно, т.е. 

[540] = ¥ uf (x), x e[a, В]. 
n=] n=] 

№» Обозначим суммы рядов (1) и (10) через s(x) и с(х) 

соответственно. Отметим, что с(х)е C((a, Ь]) как сумма равно- 

мерно сходящегося ряда непрерывных функций. Следовательно, 

с(х) е А(а, 5]) = o(f) е (а, х])), где x — любое, удовлетворяю- 

щее условию: а <х sb. Для ряда Уи, (1), 1Е[а, x], выполнены 
n=l 

условия теоремы о почленном интегрировании функционального 
ряда. Поэтому 
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5 
—
х
 

[5 us |e = $ fur) dt = Su, (| = ¥ [un(x) -u,(a)). (1 1) 

. 
n=l п=1 п=1 а 

Так как ряды У и„(х) и У и,(а) сходятся и имеют суммы 5(х) 
n=l n=l 

и s(a) соответственно, то ряд У [u,(x)—u,(a)] сходится и ero 
n=l 

сумма равна (5 (х) —s(a)). Равенство (11) может быть записано, 

следовательно, в виде 

Го = s(x) - 5@) > s(x) = 5 (а) + [0 4. (12) 

Равенство (12) установлено нами для хе (a, 6]. Нетрудно видеть, 
что оно верно и при х=а. В правой части равенства (12) мы 
имеем интеграл с переменным верхним пределом от непрерыв- 
ной функции. По теореме Барроу 

[ (а) + fot) a =o(x) для любого хе[а, 6]. 
а 

Но тогда для любого x в[а, 5] существует производная по хи от 
левой части равенства (12), т.е. 5’(х), причем 5’(х) = с(х). 

Последнее равенство равносильно равенству 

[569] = У us (x), x e[a, 6]. 
n=] х avn=l 

5°. Признаки равномерной сходимости функционального ряда. 
1) Критерий Коши. 

Пусть имеется ряд У и‚(х), xe E (1). Пусть s(x) и s,(x) — 
п=1 

сумма и п-я частичная сумма ряда (1) соответственно. Мы знаем, 
что ряд (1) называется равномерно сходящимся на множестве Ё, 

если 5„(х)===35(х), хе Е. Но по критерию Коши равномер- 

ной сходимости последовательности функций мы имеем: для 

того, чтобы последовательность 15n(x)} ск ‚ ХЕРД, имела на ЕЁ 

предельную функцию 5(х) и чтобы эта последовательность схо- 
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дилась к $(х) равномерно на Ё, необходимо и достаточно, чтобы 

любому = > 0 отвечал номер №, зависящий только от €, такой, что 
как только п > М, так сейчас же при любом рЕМ и сразу для 

всех xe E было 

|Sn+p(%) 5, (0) <=. 
Так как 5„,›(х)- 5, (х) = и, (Хх) + ии+2(Х) + ...+ И. p(X), TO крите- 

рий Коши равномерной сходимости функционального ряда может 

быть сформулирован и так: 
Теорема 4. Для того чтобы ряд (1) сходился равномерно на 

множестве Ё, необходимо и достаточно, чтобы любому #>0 
отвечал номер №, зависящий только от &, такой, что как только 

п > №, так сейчас же при любом рЕМ и сразу для всех xe E 
было 

[М (X) + Ups 2 (X) + sis # Ung p(X)| <=. (13) 

Теорема 5. Если ряд (1) сходится равномерно на множестве Ё, то 

и, (х) —0, xeE. (14) 

}» Действительно, так как ряд (1) сходится равномерно Ha Ё, 

то неравенство (13) при п > N и сразу для всех хе Е выполняет- 

ся при любом реМ, в частности, и при р=1. Получаем, 

следовательно: для любого = > 0 существует номер №, зависящий 
только OT €, такой, что как только п> №, так сейчас же 

[и„.1(х)| <= сразу для всех x из Б. Последнее означает, что 

и,(х) —50, хеЕ. 4 

Соотношение и, (x) ——30, xe E, является необходимым ус- 

ловием равномерной сходимости ряда (1) на E. 

Теорема 6. Пусть ряд >) и„(х) (1) сходится равномерно на множе- 
n=l 

стве E. Пусть v(x) есть функция, ограниченная на E. Тогда ряд 

У v(x) + и (х) (15) 
n=l 

сходится равномерно на множестве 2. 

>» По условию, функция v(x) — ограниченная на множестве 

Е. Значит, существует число М > 0, такое, что 

319



|(х)| < М, хеЕ. (16) 

Возьмем => 0 — любое. 
По условию, ряд (1) сходится равномерно на Е. Следователь- 

но, взятому =>0 отвечает номер М, зависящий только ОТ 5, 
такой, что как только п> №, так сейчас же при любом рЕМ 
И сразу для всех хе Е будет 

& 

| net (X) + Une (X) + sot Ung p(X)| <: (17) 

Имеем 

| ¥ (x) - pg (X) + V(X) Ugo (X) + oe + VOX) “Ung p(X] = 

= |v) [мини + nr) + + Une p Of 
= принимая BO внимание (16) и (17), будем иметь при n> №, 
при любом рЕеМ и сразу для всех x из E: 

| V(x) + ини (%) + V(X) + Инн (Х) + + V(X) инь <= 
= по критерию Коши заключаем, что ряд (15) сходится равномер- 

но на множестве ЕЁ. 4 
Теорема 7 (признак Вейерштрасса равномерной и абсолютной 

сходимости функционального ряда). 
Пусть имеется ряд 

Уи, (х), xe E. (1) 
n=l 

Пусть 

den (18) 
— числовой, положительный, сходящийся ряд. Тогда, если при 
любом пЕМ и сразу для всех хе Е оказывается 

Exes) < с, , (19) 
то ряд (1) сходится абсолютно и равномерно на Е. 

>» По условию, [и„(х)| < с, при любом п Е М и при всех х из E. 

Так как ряд (18) сходится, то, по первому признаку сравнения 

числовых положительных рядов, ряд »,|и„(х)| сходится при каж- 
n=l 

дом x из Е. Значит, ряд (1) сходится абсолютно Ha множестве E. 
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Покажем теперь, что ряд (1) сходится равномерно на множе- 

стве Е. Для этого возьмем = > 0 — любое. Так как ряд (18) сходится, 

то взятому => 0 отвечает номер М, такой, что как только n> М, 

так сейчас же при любом реМ будет |Си+ + Си+2 +--+ + Си, ,| <> 

или, так как Cyst) Сл+2› +++» Си+р — Положительные, 

Cust + Си+2 +... + Спьр < 8. (20) 

Заметим, что число N найдено с помощью числового ряда 

Ус, И потому оно не зависит OT X, а зависит только OT &. Имеем 

n=l 

[4% + Unga (X) +... + Ung p(X)| Spat (2) | + [М2 |+... ++] < 

< Cyst + Си+2 +... Cusp, 

для любых ли рЕМ и для всех хЕЁ. А тогда, в силу (20), при 

п > М, при любом реМ исразу для всех хе Е [una (*) +U,,9(X) + 

+... + Uns (Хх) <€ => ПО критерию Коши заключаем, что ряд (1) 

сходится равномерно на множестве E. 
Замечание. 1) Не следует думать, что равномерная сходимость 

ряда всегда сопровождается его абсолютной сходимостью. 

n=l 

равномерно, но неабсолютно. 

Например, ряд ия сходится в промежутке 1 
n 

| 
То, что данный ряд сходится в промежутке В |, следует из 

теоремы Лейбница о знакочередующемся ряде. Но этот ряд схо- 
дится неабсолютно; действительно, ряд из абсолютных величин 

> | 
членов данного ряда имеет вид =>: и при всех x <1 OH, как 

n=l 

мы знаем, расходится. 

Докажем теперь, что данный ряд сходится в промежутке 

|. , ] равномерно. 

Для этого возьмем => 0 — любое. Мы знаем, что для суммы 

остатка ряда, удовлетворяющего условиям теоремы Лейбница, 
справедлива оценка 
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| 

+ 1)* 

I | | 

+ G+)? dn R,()| $ [ин = | "a 

для всех х «|5. i) 

| 
Рассмотрим неравенство —= < &. Это неравенство выполняет- 

1 
ся при всех п (NEN), удовлетворяющих условию п > М, где 

| 
№ -E(5 (отметим, что N зависит только от €; OT x М не 

€ 

we
 

| 

зависит). Но тогда и подавно [Rn (x)| <€ сразу для всех хе E ‚| 

если только п > М. 
= 

, | 
Вывод: данный ряд сходится равномерно на промежутке = v1}. 

2) Возможны также случаи, когда функциональный ряд схо- 

дится абсолютно, но неравномерно. Например, ряд У х"(1 —х) в 
п=0 

промежутке [0;1] сходится абсолютно, но неравномерно. Было 

показано ранее (см. пример 2), что этот ряд на промежутке [0; 1] 

1, ХЕ О; 1) 

0, х=1 

неотрицательны на [0; 1], то он и абсолютно сходящийся. Так Kak 

сумма ряда непрерывных функций оказалась разрывной функци- 

ей на [0;1] , то ряд сходится неравномерно на [0; 1]. 

Таким образом, приходим к выводу, что связи между равномер- 

ной и абсолютной сходимостью ряда в общем случае нет. 
Теорема 8 (признак Дирихле). 
Пусть имеется ряд вида 

Хи, M2, ХЕБ, (21) 

сходится и его сумма 5$(х) -| . Так как члены ряда 

в котором функции и„(х) и v,(x) — такие, что: 

1) последовательность 1Yn(x)} ск , ХЕЁ, при каждом закреп- 

ленном х из Е монотонно убывает, и v,(x)——30, хеЕЁЕ (> 
пс 

у, (х)>0, хеЕЕ ипеМ); 
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2) последовательность {5„(х)} хеЕЕ — ограниченная на 
ПЕМ › 

множестве E (здесь 5,(х) = ии (х) + и>(х) +... +U,(X) — п-я частич- 

ная сумма ряда > и,(х)). 
n=l 

Тогда ряд (21) сходится равномерно на множестве E. 

> По условию, последовательность {5„(х)} и, хе Е — orpa- 

ниченная на множестве Е. Значит, существует число М>0, 

такое, что |5„(х)|< М при любом пеМ и для всех xe E. 

Возьмем &>0 — л1обое. По условию, v,(x)——30, хеБ. 
По 

Следовательно, взятому € > 0 отвечает номер №, зависящий толь- 

as «р © 

KO от = такой, что как только п > М, так сейчас же |v,(x)| < си 

€ 
сразу для всех x из Е (или v,(x)< Ем’, ибо у, (х)>0). Мы 

докажем, что ряд (21) сходится равномерно на Ё, если покажем, 

что взятому =>0 отвечает номер JN, зависящий Только ОТ 5, 

такой, что как только п> М, так сейчас же при любом рЕМ 
n+p 

DU (X) - ук (х) 
k=n+l 

равномерной сходимости ряда). Имеем 

<& сразу для всех x из E (см. критерий Коши 

|unet (X) +и,.2(Х) +... + Uns p(X)| = 

= |Sn+ p(X) - $,(x)| < |Sn+p(2)| +|s,(x)| < 2M 

при любом рЕМ и для всех x из Е. 

По лемме (глава 5, $10, п. 1°), имеем 
Уши = Уи, - Yrs (X) < 2M (1х) +2] %+9()|) = 

k=n+l i=l 

= 2M (и) + 2¥p4 p(X) 
при любом peN идля всех хе E, откуда, если п > №, получаем 

п+р 

У ик (x) - у (x) 
k=n+l 

<2M ne при любом peN и для всех х из E. 
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Следовательно, ряд (21) сходится равномерно на множестве ЕЁ 
(здесь =>0 — любое, N зависит только от &, неравенство 

+р 
Уи, (x) - у, (х)| < = выполняется при n> N сразу для всех хе Е 

k=n+l 

и любом pEeN). 4 

Теорема 9 (признак Абеля). 

Пусть имеется ряд вида У и„(х) -v,(x), xe E (21). Рассмот- 
n=] 

рим последовательность 

{#0} ск, ХЕЕ (22) 
и ряд 

Vn), хе Е. (23) 
п=1 

Тогда: если 1) последовательность (22) — ограниченная на Ёи 
мо:::опная при каждом закрепленном х из Еи если 2) ряд (23) 

сходится равномерно на множестве EL, то ряд (21) сходится равно- 
мерно на множестве E. 

» Возьмем = > 0 — любое. Мы докажем, что ряд (21) сходится 

равномерно на множестве ЕЁ, если покажем, что взятому &>0 
отвечает номер JN, зависящий только OT €, такой, что как только 

п+р 

n> М, так сейчас же | Уи, (х)-у,(х) <= при любом peN и 
k=n+l 

сразу для всех x из Е. 
По условию, последовательность (22) — ограниченная на Е. 

Значит, существует число М>0, такое, что |v,,(x)| < М при 

любом NEN и для всех x из E. 
По условию, ряд (23) сходится равномерно на FE. Значит, 

взятому => 0 отвечает номер №, зависящий только OT &, такой, 

что как только п> №, так сейчас же [Мин (X) + Ung 2(X) +... + 

+ Uns р(х) <= 7 сразу для всех xe E и при любом рЕМ. 

По лемме (глава 5, $10, п. 1°) имеем при n> № 

Уи, (х) "У (х)] = > Unsi (х)-у и+1(Х) < 
k=n+l 3 

a7 Vnsi(X)| + 2 Vne p(X)]} 

сразу для всех xe E и при любом peN (— 
числа С > 0 в лемме). 

5 = выступает в роли 
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Так как [9+1 (х)| < М, [Yep (x)| < М при любых п, ри для 

Уи, (x) - у, (х) 
k=n+l 

всех хЕЁ, то получаем <=, если п> М, сразу 

для всех хе E и при любом peN. 

Здесь =>0 — любое, М№ зависит только от &, неравенство 

n+p 

Уи, (x) - у, (х)| < = выполняется при п > М сразу для всех хе E 
k=n+l 

и при любом peN. Значит, ряд (21) сходится равномерно Ha 

множестве Е. 

$3. Степенные ряды 

г. Степенным рядом называется ряд вида 

2.сн(х —a)" = со +¢\(¥ —a) +¢,(%¥ -— a)? +...+¢,(%-a)" +... (10) 
n= 

Здесь а и коэффициенты Co, Cy, C2, ..., Cy, ... есть постоянные, 

т.е. не зависящие от Х, числа. 
Так как ряд (lo) заменой Х-а=х сводится к ряду 

Zien" = Cy t+ CjX + сох* 4...40,x" 4... (1) 

TO исследование степенных рядов сводится к изучению рядов вида (1). 
Ясно, что всякий степенной ряд вида (1) сходится в точке 

х=0. 
Следует отметить, что степенной ряд (1) является частным 

случаем общего функционального ряда, когда 

и, (x) =c, -x", 

В выяснении вопроса о строении области сходимости степен- 
ного ряда важную роль играет следующая теорема. 

Теорема 1 (первая теорема Абеля). 

Если степенной ряд Ус, .х” сходится в точке хо (x9 #0), то 
n=0 

OH сходится, и притом абсолютно, в каждой точке х, удовлетворя- 

ющей неравенству: |х| < [хо 
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> По условию, ряд D/C, хо сходится. Но тогда с„.х”—— 50 
п=0 п 

(см. необходимое условие сходимости ряда). А значит, переменная 

с„’Хо ограничена (как переменная, имеющая конечный предел). 

Следовательно, существует число М > 0, такое, что Ic, -x9| < M, 

для любого ПЕМ. 

Рассмотрим ряд, составленный из модулей членов ряда (1): 

>. с, °х’|. (2) 

п 

Так как ху #0, то ряд (2) может быть записан в виде Уж 
п=0 

п п 

х х 
<M. ‚ для любого ПЕМ. 

Хо Хо 

п Имеем |с„хо 

п 

— x 
Так kak ряд УМ. сходится при каждом х, удовлетворя- 

п=0 Хо 

ющем неравенству |x| < [хо] (как геометрический ряд), то при 

каждом таком х сходится ряд (2). А значит, ряд (1) сходится 

абсолютно при каждом х, удовлетворяющем неравенству |x| < [хо 
Теорема доказана. q 

Следствие. Если степенной ряд У с„х” расходится в некото- 
n=0 

рой точке Ху, то OH расходится и в каждой точке х, удовлетворя- 
ющей неравенству: |x| > [Я |. 

» Paccyxkaaem от противного. Допустим, что ряд У.сих" 
n=0 

сходится в какой-нибудь точке X, для которой |x| > 5‘. Но тогда 

по теореме 1 он должен сходиться в точке Ху, а это не так. 

Замечание. Геометрически теорема 1 и следствие из нее озна- 
чают следующее: 

1. Если ряд Ус,х" сходится в точке ху (ху #0), то он 
п=0 

сходится, и притом абсолютно, во всех точках оси Ох, располо- 

женных ближе к началу координат, чем точка хо. 
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2. Если ряд У сих" расходится в точке Хх ‚ ТО он расходится и 

n=0 

BO всех точках OCH Ox, расположенных дальше OT начала коорди- 

нат, чем точка Ху. 

Пусть E = {x} — совокупность всех тех X, для которых ряд 

с,Х” сходится. Заметим, что Е # @, так как, например, точка 
n=0 

x =0е Е. Положим R = sup{|x|}. Ясно, что если хе E,to|x{s К. 
хЕЁ 

Могут реализоваться следующие случаи: 

1) R=0; 2) R=+-0; 3) 0<КВ<+ою. 

Лемма 1. Если А=0, то степенной ряд У›с„х” расходится 
=0 

для любого x #0. " 

} Рассуждаем от противного. Допустим, что ряд >) сих" сходит- 
п=0 

ся в некоторой точке x, (x, #0). Но тогда x, е ЕЁ и, следовательно, 

должно быть |x| < А „т.е. [| < 0, а это невозможно, если x, #0. 4 

Лемма 2. Если А = +°, то степенной ряд >\c,x" сходится и 
п=0 

притом абсолютно для любого хе (-еэ, +00). 

}» Возьмем любое x из (—co, +00) и закрепим. Обозначим его 

через Х. По условию sup{|x|} = +00, Это означает, что множество 
xeE 

{| xl} = — неограниченное сверху. Но тогда на этом множестве 

обязательно найдется элемент |Xo| (хе Е) такой, что будет 

|x| < [хо]. Так как ху е E, то ряд Den" сходится в точке ху. Ho 
n= 

тогда, по теореме Абеля, OH сходится и притом абсолютно в точке 

X.Y нас точка X — любая из промежутка (-°о, +°°). Следователь- 

но, лемма 2 доказана. q 

Лемма 3. Если 0< А <+5, то ряд У сих" сходится и притом 
п=0 

абсолютно в каждой точке х, для которой {x| < КВ, и расходится 
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в каждой точке x, для которой [| > К. (О поведении ряда >) сих" 
n=0 

в точках х=-А и X=R, не зная коэффициентов ряда, ничего 
определенного сказать нельзя.) 

} 1) Возьмем любую точку Х, для которой [|< К. У нас 

К = sup {|x|}. Поэтому на множестве {|x|} обязательно най- 
ХЕ 

дется элемент |Xxo| (х е ЕЁ), такой, что будет |X| <|хо|. Так как 

хо ЕЁ, то ряд Ус„х" сходится в точке ху. Но тогда, по теореме 
n=0 | 

Абеля, он сходится и притом абсолютно в точке Х. Так как точка 

х — любая, удовлетворяющая условию | < К, то первое утвер- 

ждение леммы 3 доказано. 

2) Возьмем любую точку x, ‚ для которой |х.| > К. Нужно дока- 

зать, что ряд У сих" расходится в точке х.. Рассуждаем OT против- 

n=0 

ного. Допустим, что ряд > c,x" сходится в точке x,. Ho тогда 
n=0 

x, ЕЁ, и, следовательно, должно быть |х.| < К, а это не так. 4 

Определение. Число R = sup{|x|} называется радиусом сходимо- 
xeE 

сти степенного ряда У сих", а промежуток (- А, R) — интерва- 
п=0 

лом сходимости этого ряда. Заметим, что для степенного ряда 

У ¢,(x - a)” интервалом сходимости будет промежуток (а- К, 
n=0 

a+R). Kak мы увидим дальше, поведение степенного ряда на 

концах интервала сходимости может быть различным. 
Заменание. Во многих случаях радиус сходимости К степенно- 

го ряда (1) У сих" может быть найден с помощью признаков 
п=0 

Даламбера и Коши, после чего для получения всей области 

сходимости остается только выяснить поведение ряда при х = А. 
Обсудим эти случаи. 

Имеют место следующие утверждения. 
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Утверждение 1. Если существует конечный или бесконечный 

Ch 

Crt 

lim 
N—yoo 

, TO 

Сп 

Сп+1 

К = lim 
noo 

} Доказательство утверждения 1 получается простым приме- 

нением признака Даламбера к ряду У\|с„х”"|, составленному из 
.. =0 

модулей членов ряда (1). " 
В самом деле, имеем 

[u,(x)| , сих" I | С 
lim = lim — = т. Им | rom dena OL ея В бо 

(можно считать здесь х # 0, так как в точке х = 0 всякий степен- 
ной ряд вида (1) сходится). 

Cn 
По условию, lim существует (конечный или бесконеч- 

no | Сп+1 
ный). Обозначим этот предел через С. 

1. Пусть C#0 и C #00. Будем иметь тогда lim м9 = с 
n—yoo Uns1(X)| |x| 

С 
Следовательно, если Ы > 1, т.е. если {x| < С ‚то ряд (1) сходится и 

С 
притом абсолютно; если <! те. если К|>С, To ряд (1) 

расходится. Значит, радиус сходимости КА ряда (1) оказывается 

. | Cy 
равным С, т.е. А = lim 

N01 Crna] 

. [u(x 1 |с 
2. Пусть С =0. Тогда lim [м = tim | = 0 <1) при 

у n—yoo Uns (X)| |x| N= | Crs] ( р 

любом х+=0. Значит, ряд (1) сходится только в точке х=0. 

Cn Следовательно, в этом случае R=0 (R= lim =0). 
п— со C+ I 
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. их . 
3. Пусть С = +. Тогда lim | nl | = tim п = + (>1) 

n—yoo Una (X)| [2] N-1Cn al 

при любом конечном x (X #0). Значит, ряд (1) сходится для 

ХЕ (-°, + ®). Следовательно, в этом случае  К=-+ю 

С 

(В = lim|— 
hi—)poo 

= +00), q 

Cn+l 

Утверждение 2. Пусть существует конечный или бесконечный 

предел С = lim с, . Тогда: 

| 
) 

lim с, | 
П— с 

1) если C#0 U С»хо, то R= 

2) если С =0, то А = +=; 

3) если С =>, то R=0. 
» Доказательство утверждения 2 получается простым приме- 

п сих нением признака Коши к ряду У. 
n=0 

‚ составленному из моду- 

лей членов ряда (1). 

Действительно, имеем lim Ч сих" | = [>]: lim с, . По условию, 

lim "с существует (конечный или бесконечный). 
П—со 

1. Пусть C#0 и Схо. Torna lim Ч с„х"| =|Х|-С; следова- 
n-oo 

тельно, если |x|-C <1, т.е. если М<с, то ряд (1) сходится 

и притом абсолютно; если [х|. С > 1, т.е. если [|> с’ то ряд (1) 

расходится. Значит, радиус сходимости А ряда (1) оказывается 

1 

lim с, | 
N—oo 

2) Пусть С =0. Тогда lim Ч сих" =|x|- lim "с =0 при лю- 
П— со Пс 

бом конечном х (х # 0). Значит, ряд (1) сходится для хе (-5°, +09). 

Следовательно, в этом случае R = +=. 

1 те. К = равным 
С 
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3) Пусть С =-+=. Тогда lim alex” = |x|- lim 9] = + (>1) 
oo —)0o 

при любом x #0. Значит, ряд (1) сходится только в точке X= 0. 
Следовательно, в этом случае А=0. 

Заменание. Тот же прием позволяет доказать утверждения, 
аналогичные утверждениям [и 2, для случая степенных рядов, 
содержащих только четные или нечетные степени Xx: 

Dx" (5) 
n=0 

и 

У вх". (6) 
п=1 

Утверждение 1. Если существует конечный или бесконечный 

._]а b . | a 
lim|—4 или lim|—“4, то для ряда (5) А? = lim|—“4, а для 
no lO ns | По Brat ne | Сп 

ряда (6) А? = lim 
N—)poo 

Fe 
Bnet 

Утверждение 2. Пусть существует конечный или бесконеч- 

ный предел С = lim я/а,| или С = lim |6, . Тогда: 
N—- oo N—)oo 

| —— —_.,а для 
lim "Па, | 
П— оо 

1) если C#0 un Схо, то для ряда (5) Е? = 

ряда (6) В? = | . 

in 
2)если С=0, то К = += для рядов (5) и (6); 
З)если С =®, то К=0 для рядов (5) и (6). 
Замечание. С помощью признаков Даламбера и Коши можно 

найти радиус сходимости не для всякого степенного ряда, а лишь 
для такого, у которого существуют указанные выше пределы. 

Затруднения при применении рассмотренного выше метода 
определения радиуса сходимости степенного ряда могут возник- 
нуть, например, в случае, когда в рассматриваемом ряде имеются 

коэффициенты со сколь угодно большими номерами, равные 
нулю. В этом случае можно попробовать применить рассмотрен- 
ный метод, предварительно перенумеровав подряд все члены ряда 
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с отличными от нуля коэффициентами (отчего его сходимость и 
сумма, в случае, если он сходится, не изменяются). 

Поясним сказанное на примере. Пусть требуется определить 
радиус сходимости ряда 

= l 

Усх", me в =") can п=13,5,..., 
n 

n=0 0, если n=0,2,4,... . 

Здесь признак Даламбера неприменим для определения ради- 

Cy, 
уса сходимости этого ряда, так как отношение не имеет 

Cr+] 

смысла для нечетных номеров п. Неприменим здесь и признак 

Коши, так как не существует lim Ч . 
N—poo 

Однако, если записать данный ряд в виде 

2К+1 3 5 со Ех ++... = Ух, 
02К +1 3 5 k=0 

где В, = и и убедившись, что существует lim и = 2+1’ А Г 

= fim 23 =| ‚ мы, в соответствии с утверждением 1, 
Е 2K + | 

заключаем, что радиус сходимости А исходного ряда равен 1. 
Заменание. Формула для определения радиуса сходимости 

произвольного степенного ряда через его коэффициенты в общем 
случае (так называемая формула Коши — Адамара) выведена, 
например, в книге Л.Д. Кудрявцева “Курс математического ана- 
лиза”, том Г. 

2°. Равномерная сходимость степенного ряда. 
Теорема 2 (вторая теорема Абеля). 

Пусть А>0 — радиус сходимости степенного ряда У сих". 
п=0 

Пусть г— любое число, удовлетворяющее условию O<re<R. 

Тогда ряд (1) сходится равномерно в замкнутом промежутке 

[-^, г] . 

} Так как 0 <л < К, то точка x=re(-R, К). Значит, ряд (1) 
сходится, и притом абсолютно, при х=рл, т.е. сходится ряд 
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[о] +|ei|-r +lea]-r? +...+|с.|-""+...= У] -"". Имеем lc," <|e,|-r” 
n=0 

для любого пЕМ и для всех x e[-r,r]. А тогда по признаку 

Вейерштрасса заключаем, что ряд (1) сходится равномерно 
в [-Г, г]. <q 

Дополнение. Из доказанной теоремы следует, что степенной 
ряд (1) сходится равномерно во всяком замкнутом промежутке, 
целиком лежащем внутри интервала сходимости этого степенного 
ряда. Однако гарантировать равномерную сходимость ряда (1) 

в интервале сходимости (-А, К) нельзя. Здесь все зависит OT 

поведения ряда в точках х = +А. Именно: 

1) Если ряд (1) сходится хотя бы неабсолютно в точках x = +R, 

то он сходится равномерно в [-А, К] (а следовательно, и в интер- 

вале сходимости (—R, R) ); 

2) Если ряд (1) расходится в точке х = А, но сходится хотя бы 

неабсол!отно в точке X =-А, то он сходится равномерно в проме- 

жутке [-А, г] , где r— любое, удовлетворяющее условию 0 <г < К; 

3) Если ряд (1) расходится в точке х = —R, но сходится хотя бы 
неабсолютно в точке X = А, то он сходится равномерно в проме- 

жутке [-г, К], где r— любое, удовлетворяющее условию 0 <г < А. 
} В самом деле, пусть, для определенности, ряд (1) сходится 

хотя бы неабсолютно в точке х = А. Покажем, что этот ряд сходится 

тогда равномерно в [0, А]. Для этого запишем ряд (1) в виде 

У.сих" = Ус, ‚ А" (=), хе[0, К]. (7) 
n=0 R n=0 

x n 

В (7): последовательность V,,(x) = [=] , ХЕ 0, К] — ограниченная 

и монотонная при каждом закрепленном x из [0, А]; ряд У.с„^” 
п=0 

сходится по условию. (Так как этот ряд — числовой, то его можно 

считать равномерно сходящимся на промежутке [0, R].) А тогда по 

признаку Абеля равномерной сходимости функциональных рядов 
заключаем, что ряд (7), а значит, ряд (1) сходится равномерно Ha 

промежутке [0, R]. 
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Если ряд (1) сходится хотя бы неабсолютно в точке x =—-R, 

то, сделав замену X =—X, мы получим ряд 

У ("ея = ¥ (1), R" (=) | 7) 
n=0 n=0 R 

который, MO условию, сходится хотя бы неабсолютно в точке 
x = А. По признаку Абеля, ряд (7) будет равномерно сходящим- 

ся для ХЕ[0, К]. Следовательно, ряд (1) будет равномерно сходя- 
щимся для хЕ[-К, 0]. 4 

3°. Непрерывность суммы степенного ряда. 
Теорема 3. Пусть А > 0 — радиус сходимости степенного ряда 

У сих" (1). Пусть s(x) — сумма ряда (1). Тогда s(x) е C((-R, R)). 
п=0 

>» Возьмем любую точку ху в промежутке (—R, R) и закрепим. 

Ясно, что —А < ху < К. По свойству плотности множества веще- 
ственных чисел, обязательно найдется число г > 0, такое, что 

Хо e[-r,r] и [-г,г]с CR, R). 

Так как члены ряда (1) — функции, непрерывные в [-г, r], и так 

как ряд (1) сходится равномерно в промежутке [-r,r], то 

s(x) € C([-r, r]). Значит, в частности, s(x) непрерывна вточке ху. 

Так как точка ху — любая, принадлежащая (-А, ^) , то заключа- 

ем, что 5(х) е С((-В, К)). 4 

Дополнение. Пусть 0 < А < += — радиус сходимости степенно- 

го ряда Ус, x" (1). Пусть s(x) — сумма ряда (1). Тогда: 

1) если ряд (1) сходится хотя бы неабсолютно в точках х = А, 

то 5(х) еС(-А, ]) (непрерывность в точках х = {К односто- 

ронняя); 

2) если ряд (1) расходится в точке х = А, но сходится хотя бы 

неабсолютно в точке X =-А ‚то 5(х) е C({-R, R)) [непрерывность 

в точке х = —R правосторонняя, т. е. tim 559 = = lim Хх" = 
0„= 

= ¥(-1)"c,R"]. 
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3) если ряд (1) расходится в точке x =—R, но сходится хотя 

бы неабсолютно вточке х = А, то 5(х) Е C((-R, R}) (непрерывность 

в точке х = А левосторонняя, т.е. lim 5(х) = lim Усх" = ¥c,R"). 
x—R-0 x—R-0 ~ n=0 n=0 

» Непрерывность s(x) в точках интервала сходимости (—R, К) 

установлена теоремой 3 для всех трех случаев 1), 2) и 3), так что 

ниже следует говорить лишь о непрерывности 5(х) в точках 

х=-А, х=К. 
В случае 1) ряд (1) по условию сходится хотя бы неабсолютно 

в точках х=-А, x=R. Но тогда ряд (1) сходится равномерно 
в [-А, К]. Так как члены ряда (1) непрерывны в промежутке 

[-^, В], то 5(х) е С(-А, К]). Разумеется, конечно, непрерыв- 
ность s(x) в точке x =—R — справа, а в точке xX = А — слева. 

В случае 2) ряд (1) будет равномерно сходящимся в промежут- 

ке [-А, г], где О<г< А. Так как члены ряда (1) непрерывны в 

промежутке [—R,r], то 5(х) е С((-К, г]). В частности, s(x) не- 
прерывна справа в точке х=-А. 

В случае 3) ряд (1) будет сходиться равномерно в промежутке 

[-г, К], где O<r<R. Tak как члены ряда (1) непрерывны 

в промежутке [-г, Е], то 5(х) еС(-", ]). В частности, s(x) 

непрерывна слева в точке X= RK. 4 
4°. Почленное интегрирование степенного ряда. 
Теорема 4. Пусть А > 0 — радиус сходимости степенного ряда 

У с,х" (1). Пусть замкнутый промежуток [а, 5] — любой, но 
n=0 

такой, что [a, b] c (—-R, К). Тогда 

bf о coo В 

Геи = сх" dx. (8) 

} Ряд (1) сходится равномерно в [а, 5], так как [а, b] < (-К, К). 

Члены ряда (1) — функции, непрерывные в [a,b]. А тогда по 

теореме о почленном интегрировании функционального ряда 

b 0 oo b 
(общего вида) заключаем, что Гек = > Гсих" dx. 4 

а п=0 n=0q 
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Дополнение. Пусть 0 < А < + — радиус сходимости степенно- 

го ряда (1). Тогда: 

1) если ряд (1) сходится хотя бы неабсолютно в точке х =-А, 
то в качестве а— нижнего предела интеграла в формуле (8) 

может выступать число —R; 

2) если ряд (1) сходится хотя бы неабсолютно в точке X= К, 

то в качестве 6— верхнего предела интеграла в формуле (8) 
может выступать число (А. 

5°. Почленное дифференцирование степенных рядов. 

Лемма 1. Пусть 0 <а<1. Тогда ряд >, ng” сходится. 
n=l 

n 

> Имеем On = ae г = л И (> 1). Значит, 
а (п+104" n+l gq nom 4 

ряд УПЧ" сходится. 4 
n=l 

Лемма 2. Пусть имеются степенные ряды 

У сих" Cy CX HCA? + CX +... , (1) 
n=0 

у п _ 2 п пех =ах+26с.х“+...+пех’ +... (9) 
п=1 

Пусть А; и Ry — радиусы сходимости рядов (1) и (9) соответ- 
ственно. Тогда А, = К.. 

} 1. Установим сначала, что Ry < А,. 
Для этого возьмем х, — любое, но такое, что 0 <х, < Rp. 

Ясно, что Ху Е (-К., К>). Значит, ряд (9) сходится, и притом 
абсолютно, в точке X,, т.е. сходится ряд 

Ул . (10) 
n=l 

n сих! 

Так как для любого ЛЕМ с.х! | <n oxi, TO заключаем по пер- 

BOMY признаку сравнения для положительных рядов, что вточке X, 

сходится ряд, составленный из модулей членов ряда (1). Значит, 

ряд (1) в точке х, сходится, и притом абсолютно. Мы знаем, что 

ряд (1) в точках, лежащих вне замкнутого промежутка [—R,, А! ], 
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расходится. Значит, точка x, не может лежать вне [—R,, R,]. Зна- 

чит, х| €[—R,, А]. Но тогда 

О<х, < А. (11) 

У нас x, — любое, удовлетворяющее условию 0<х, < R,. Ста- 
нем изменять х,, приближая его неограниченно к R,. Из нера- 
венства (11) получим при этом в пределе 

Ry <R,. 

2. Установим теперь, что R, < Ro. 

Для этого возьмем х, — любое, но такое, что 0< x, < А\. 
Затем возьмем Xz — любое, но такое, что X, <х) < R,. Ясно, что 

Хх) €(-R,, Ri). Значит, ряд (1) сходится, и притом абсолютно, в 

сих |. Но тогда |c,x5 точке X2, т.е. сходится ряд У, ——§ 0 (см. 
n=0 N-yoo 

необходимое условие сходимости ряда). Так как переменная, 
имеющая конечный предел, — ограниченная, то заключаем: су- 

ществует число М > 0, такое, что сих? | < М, для любого neN. 

Рассмотрим в точке X, ряд, составленный из модулей членов ряда 

(9), а именно ряд 

Зи. (12) 
n= 

n n n 

x x x 
EY sMen-EY =М.н.| > ‚ для любого ПЕМ. 
x2 x2 x2 

x 
У нас 0< x, <хо. Значит, O<—<). 

Имеем 

псих! = nlc,x5 

X2 

n 

По лемме 1, ряд Уп. —| сходится, а значит, сходится ряд 
= x n=l 2 

У M-n\j—t 
n=l X4 
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n 

<M-n AV ‚ TO заключа- 
x2 

ем, по первому признаку сравнения для положительных рядов, 
что в точке х, сходится ряд (12), а значит, ряд (9) в точке x, 

сходится, и притом абсолютно. 
Мы знаем, что ряд (9) в точках, лежащих вне промежутка 

[-^›, К>], расходится. Значит, точка x, не может лежать вне 

сих Так как для любого ne Ni п 

[-^,›, Ry], а это означает, что X, Е[-А., А5]. Но тогда 

0 < xy < R, . (13) 

У нас xX, — любое, удовлетворяющее условию 0<х, < R,. 
Станем изменять X,, устремляя его к R,. 

При этом в пределе из неравенства (13) получим 

R, < Ry. 

Итак, получено: с одной стороны, должно быть ДА). < R,, 
а с другой стороны — должно быть А, < Ry. Оба этих соотноше- 
ния выполняются одновременно лишь тогда, когда А, = R,. Jlem- 
ма 2 доказана. 4 

Следствие. От почленного дифференцирования степенного 
ряда радиус сходимости его не изменяется. 

» В самом деле, ряд, полученный в результате почленного 
дифференцирования ряда (1), лишь множителем х отличается от 
ряда (9), а следовательно, имеет тот же радиус сходимости R, 

(=А,). 4 
Заметим, что сохраняется лишь радиус сходимости, но об- 

ласть сходимости может изменяться. Например, ряд 
x2 x3 x4 

х-—+—- < +... сходится при хЕ (-1; 1], а “продифферен- 
2 3 

цированный” ряд имеет вид | -х+х? -х3+... . Это — геометри- 

ческий ряд со знаменателем 4 =-х, а потому он сходится лишь 

при хЕ (-1;]). 

Теорема 5. Пусть А > 0 — радиус сходимости степенного ряда 

Усы". (1) 
n=0 

Пусть s(x) — сумма ряда (1). Тогда в каждой точке хЕ (-К, К) 

существует 5’(х), причем 
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s(x) = У ne,x"! (14) 
n=) 

» Возьмем любую точку Xo Е (-К, А) и закрепим ее. Обяза- 

тельно существует замкнутый промежуток [-г,г] такой, что 

[-r, г] < (-К, К), и точка Xo Е [-", r]. Заметим, что в промежутке 

[-^, г] исходный ряд (1) сходится, и члены его имеют непрерыв- 

ные производные. Так как А является радиусом сходимости и для 

ряда (14) и так как [-г,г]с (-А, А), то ряд (14) сходится равно- 

мерно в [-r, Г]. 

Видим, что выполнены все условия теоремы о почленном 
дифференцировании функционального ряда общего вида. По 
этой теореме заключаем, что в каждой точке x Е [-г, r] существу- 

ет s(x), причем 5’(х) = Унсх"". 
n=] 

В частности, существует 

5’(хо), причем 5’(хо) = Унс,х"". У нас точка ху — любая, 
п=| 

принадлежащая (-А, К). Значит, в каждой точке x e(-R, А) 

s(x) существует, причем 5’(х) = У псих", хе (-В, В). 4 
п=1 

Следствие. Пусть R > 0 — радиус сходимости степенного ряда 

У сих". (1) 
n=0 

Пусть s(x) — сумма ряда (1). Тогда в каждой точке хЕ (-А, К) 

существуют 5’(х), 5”(х), ..., s(x), ...: 

s(x) = У ne, x"; s(x) = Fin(n — 1) сх"; we 
п=1 n=2 

co 15 
s(x) = Ya(n- 1)...[и - (&- Псих”; ... yg o>) 

n=k 

причем ряды, стоящие в правых частях соотношений (15), имеют 

один и тот же радиус сходимости (А. 
Иначе говоря, степенной ряд можно дифференцировать по- 

членно в интервале сходимости любое число раз. 
Только что доказанная теорема и следствие из нее позволяют 

решить важный для дальнейшего вопрос о том, как связаны 
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коэффициенты степенного ряда с его суммой. Нам будет удобнее 

рассматривать здесь степенной ряд общего вида У с, (x — а)" 
п=0 

и обозначать его сумму через f(x). 

Теорема 6. Пусть функция f(x) в некотором промежутке 

(а-р,а+р) является суммой степенного ряда У,с„(х-а)" , т.е. 
n=0 

I (Xx) = со +с1(х-а)+с.(х-а)? +...4C,(x—a)" +... , (16) 

х Ее (а-р,а+р).Тогда коэффициенты этого ряда выражаются через 

f(x) и число а следующим образом: 

(п) 

Ch _f n=0,1, 2,... 
n! 

Здесь ради общности записи считается условно, что f(a) = f(a) ; 
O'=1. 

}» По условию, равенство (16) имеет место при любом x из 

промежутка (а —p,a+p). Положив в этом равенстве x = a, полу- 

чим со = f(a). 

Знаем, что для любого x из (а-р,а+р) 

f(x) = ¢) + 2c, . (х-а) +3сз : (х-а)? +...+пе, + (х-а)"!+.... 

Полагаем в этом равенстве х =а, получаем с, = f’(a). 

Имеем далее, для любого хе (a—-—p,a+p) 

F(X) =2.1-с)+3-2-с3-(х-а)+...+п(т- Пе, (х-а)"?+..., 

откуда при х=а находим Г”(а) =2!.с. = с.= Lo . 

Продолжая так далее, получим требуемое. 4 

Замечание. Если функция f(x) в некотором промежутке 

(а-р,а+р) является суммой степенного ряда У с,(х-а)”, то 
n=0 

этот ряд может быть записан в виде 

со (п) 

ха)". (17) 
n=0 
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со (п) а 
Заметим здесь же, что ряд вида У LO | —a)" может быть 

п=0 п. 

построен формально для каждой функции f(x), имеющей в 

точке а производные любого порядка. Этот ряд называют рядом 

Тейлора функции f(x) (причем он называется так независимо OT 

того, сходится он или нет, и независимо от того, равна его сумма 

J (x) или нет). 

", который называют 
г" О, При а =0 будем иметь ряд Lor 

также рядом Маклорена функции “f я) . Непосредственным след- 

ствием из теоремы 6 является следующая, важная для дальнейше- 

го теорема: 
Теорема 7 (теорема о тождественном равенстве двух степен- 

ных рядов). 

Пусть имеются два степенных ряда  Уа(х-а)" 

п 
и >, 5,(x - a)". Если окажется, что эти ряды в некотором проме- 

п=0 

жутке (а-р,а+р) имеют одну и ту же сумму Г(х), то они 

тождественны, т. е. 

а. =6; а=Ы; а =Ь,; ... 5 a, =8,; 

» По теореме 6 имеем: 

(п) (п) 
-f @ 5 =L @). = a, = b,, n=0, 1, 2, 

n! п! 4 п 

6°. Разложение функций в степенные ряды. 
Задача разложения функций в степенные ряды состоит в том, 

чтобы по заданной функции f(x) найти сходящийся степенной 
ряд, сумма s(x) которого в области сходимости ряда равнялась 
бы f(x). 

Полезность представления f(x) в виде суммы степенного 
ряда очевидна. 

Дело в TOM, что члены степенного ряда, представляющие собою 
произведения постоянных коэффициентов на степенные функции 

' [или (х-а)" |], пе М, могут быть сравнительно легко вычисле- 
ны при конкретных значениях х, что позволяет вычислять при этих 
х значения функции f(x). Кроме того, представление функции 
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f(x) в виде суммы степенного ряда позволяет находить значения 

производных и интегралов от функции f(x) (и здесь это связано 
с тем, что легко могут быть найдены как производные, так 
и интегралы от членов степенного ряда). 

Следует отметить еще, что при помощи разложений функций 
в степенные ряды можно интегрировать разнообразные диффе- 
ренциальные уравнения. Это будет показано позже. 

Итак, нам предстоит решать следующую задачу. 
Задана функция f(x). Требуется найти такие значения коэф- 

фициентов степенного ряда У.с„(х-а)" (где а — известное чис- 
n=0 

ло), чтобы в некотором промежутке (@—p,a+p) имело место 

равенство f(x) = У с,(х-а)". 
n=0 

Из теорем 5 и 6 следует, что функция f(x) необходимо должна 

иметь в промежутке (а-р‚, а+р) производные любого порядка и 

что ряд Ус,(х-а)" должен быть для функции f(x) ее рядом 
п=0 

п) f' FO (x а)". Тейлора, т.е. иметь вид 5 Отсюда, между про- 

чим, ясна единственность разложения f(x) в ряд вида 

У с„(х-а)" при данном числе а. Но, конечно, нет оснований 
n=0 

LO) ay ожидать, что всегда сумма S(xX) ряда у состав- 
п=0 

ленного для заданной функции f(x), имеющей производные 

любого порядка, будет равна как раз функции f(x). Чтобы такое 

равенство имело место, функция f(x) должна удовлетворять еще 

некоторому дополнительному условию. Это условие мы получим 
из так называемой формулы Тейлора. Напомним ее. 

Теорема. Пусть функция f(x) в некотором промежутке 
(а-р,а+р) имеет непрерывные последовательные производные 
до порядка (n+1) включительно. Тогда для каждого значения 
х Е (а-р,а+р) выполняется равенство 

f(x) = акад -а +. 
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(п 

Г оу + R,(x), 

LOM) 
(n+1)! 

Это — формула Тейлора с остаточным членом в форме Лаг- 
ранжа. Ее частный случай, получающийся при а = 0 , часто назы- 
вают формулой Маклорена. 

Предположим теперь, что функция f(x) в некотором проме- 

жутке (а-р,а+р) имеет производные любого порядка. Тогда для 

любого хе (а-р,а+р) и при любом пЕМ 

где R,(x) = (x —a)"*!, Е — некоторое число между aH Xx. 

п КСЕ) 

од = YEO хай + BAU). (18) 
ко К! 

В формуле Тейлора станем неограниченно увеличивать число п. 

Ясно, что если при этом окажется, что А,(х) 0 для 

xe(a-p,a+p), то функция f(x) в промежутке (а-рьа+р) 

будет представлена в виде суммы степенного ряда: 

=, f(a) k f(x) = Da -ay", хе(а-рачр. 
k=0 

Рассмотрим теперь разложение в степенной ряд некоторых 
элементарных функций. Предварительно докажем следующую, 
весьма полезную для дальнейшего, теорему. 

Теорема 8. Пусть функция f(x) определена в замкнутом 

промежутке [A, В] и имеет там производные любого порядка. 

Пусть существует число М > 0, такое, что 

f(x) <М для любого neN и для любого xe[A, В]. 

Тогда при любых x иаиз [А, В] справедливо равенство 

ео (м) 

Год = YEP a)", (19) 
. п=0 

» Возьмем любые хиаиз [A, В] и напишем формулу Тейлора 

с остаточным членом в форме Лагранжа: 

f(x) = f(a) + LO (x -0)+ EO x - ay +t 
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| 
LO fe (Е) (х _ a)"*! 

(n+1)! | 

Здесь & есть точка, лежащая между точкой а и точкой х; значит, 

6 Е[А, В]. 

По условию, | f (x)| <M для любого НЕМ и для любого 

f m+ (8) < М. Но тогда 

———(x-a)" + 

x €[A, В]. Следовательно, 

_ | (+1) (x - a)"*"| |х-а| 
[К (х,а)| = |7 ($ (1+1 | (n+1)! 

|x - |+ 

(п-+1)! П— со 

К, (ха) ——> 0 при любых хиаиз [А, В]. Таким образом, спра- 
П— со 

Так как ›0 при любых хиаиз [A, В], то получаем 

ведливость равенства (19) при любыххиаиз [A, В] установлена. «4 

Пример 1. Разложение в ряд Маклорена функций зтх, со$х. 

№ Пусть /Л(х)=зтх. Имеем f(x) = sin{ x +n 4 = 

FO (x)| <1, для любого пЕМ и для любого x. Пусть x un a— 

любые, заданные заранее. Всегда можно указать промежуток 

{A, В], такой, что будет x Е [А, В], a E[A, В]. Видим, что выпол- 

нены все условия теоремы 8. Следовательно, для любых конечных 
х и а справедливо разложение 

м sin( a + „т 

sinx = > (х-а)”. 
п! 

В частном случае, когда а =0, будем иметь 

e T 

eo SINN— 3 5 2n+l 
, 2 п хх n Xx 

sin x = x" =x-—+—-...+(-l)’- +...= 
2. п! 315! (2n +1)! (20) 

со | x ntl 

= LC Crap х nto: 
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Разложение в ряд Маклорена для функции f(x) = созх можно 
получить совершенно такими же рассуждениями, как и в случае 
функции Sin xX . Однако еще проще применить теорему о почленном 
дифференцировании степенного ряда. Будем иметь сразу из (20): 

х2 х4 yan 
at + (-l)"- mit 

aye I)", xE(—, +0). 4 
a у 

п=0 

cosx =1- = 

(21) 

Пример 2. Разложение функции e* 

№ Пусть f(x) = e*. Имеем f(x) = e* для любого n е М. Пусть 

хиар-— любые, заданные заранее. Всегда можно указать промежу- 

ток [A, В], такой, что будет: хе[А, В], ае[Л, В]. Ясно, что для 

В 
любого НЕМ и для любого x e[A, В]: f(x) =e*<e? (е 

определенное число, оно выполняет роль числа М 
в теореме 8). Видим, что выполнены все условия теоремы 8. 
Значит, для любых конечных х и а справедливо разложение 

со ея 

x — бу пу е^=У = (х-а). 
n=0 

В частном случае, когда а = 0, будем иметь для любого конечного x: 

со п 2 3 п х х х х 
ех = У = =1|+х+=—-+—=-+...+=-+..., ХЕ (-5°, +0), 4 (22 
2 21 3! п! ‚+ >). 4 (22) 

Пример 3. Разложение в ряд Маклорена гиперболических ример 
функций shx, сих. 

№ Разложение в ряд Маклорена гиперболических функций 
shx, chx проше всего получить, если воспользоваться разложе- 
нием (22) функции e~ 

В самом деле, заменив в равенстве 

ЕЕ ++ ХЕ (-5°, + ©°) 
~ 2! 38 ot? 

аргумент х на —X , получим 

2 3 n _ хх х 
e*=|- ТЗ". t(D toes ХЕ (-5°, + 00), 
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e~-e™* e~+e™~* 
Так как shx= 5 , chx= 5 ‚ то путем почленного 

вычитания и сложения написанных выше рядов найдем: 

3 5 2ntl оо x2ntl хх х 
shx =xX+—+—+...4 ХЕ (-<2, + оо) 

3! oS! Ои+1! “2 (2n+1)! , 

(23) 

2 4 2n оо х2п хх х 
chx =1+—+—+...+ Х Е (29, + 00 

21 4! и)! “= LG 2n)V ). < 

Пример 4. Разложение функции ш(1+х). 
» Разложение функции f(x) = In(1 +x) в ряд Маклорена мож- 

но получить, написав для этой функции формулу Маклорена и 
исследовав остаточный член этой формулы. Но можно получить 

разложение для ш(1+х) без применения формулы Маклорена. 
Действительно, положим /(1) = ш(1+0). При |!|<1 будем 

иметь 

Пяти" P+. (25) 

| 
(WZ рассматриваем как сумму геометрического ряда; здесь g = -1). 

Возьмем теперь любое х из промежутка (-1,1) и проинтегри- 
руем почленно ряд (25) по промежутку [0;х] (мы знаем, что 
степенной ряд можно интегрировать почленно по любому проме- 
жутку, содержащемуся целиком в интервале сходимости ряда). 
Получим 

2 3 4 x“ хх = 1x" 
] — — — oor = —| п ® 26 n(l+x)=x +57 + 26 ) = (26) 

Разложение (26) установлено нами пока лишь для x (-1, 1). 
Выясним, справедливо ли оно при х = +1? 

= | 
В точке х=-1 ряд (26) будет таким: - >,—. Он расходится 

(гармонический ряд). n=l 

В точке x =1 ряд (26) будет таким: У (-1)""! I Он сходится 
n=l n 

по признаку Лейбница. Обозначим сумму ряда (26) через s(x), 
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ХЕ (-1, |]. По теореме о непрерывности суммы степенного ряда 

заключаем, что 5(х)Е С((-1, 1}) (в точке x=1 s(x) непрерывна 

слева). Поэтому 

5 (1) = Шт 5(х) = Шт In(l1+x)=In2, 
х—1-0 х—>1-0 

Значит, разложение (26) справедливо и при х = 1. Таким образом, 
окончательно 

Ind+x= YN" yeti. 4 
n=! 

Пример 5. Разложение функции arctg x. 

№ Тем же способом, каким был получен ряд для функции 
In (1 + x) , можно получить и разложение функции f(x) = arctgx. 

В самом деле, положим f(t) = arctg #. При |!|<1 будем иметь 

Пти +. (27) 

| 
( lap рассматриваем как сумму геометрического ряда; здесь а = —#?). 

Теперь возьмем любое х из промежутка (-1,1) и проинтегри- 
руем почленно ряд (27) по промежутку [0, х]. Получим 

x3 x? x! х2п+1 со x enti 

igx=x-7 4-5 "+... FO. 
arclg x= xe ee AD St = BC 

(28) 
Разложение (28) установлено нами пока лишь для хЕ (-l, 1). 

Выясним, справедливо ли оно при х = +1? 

В точке х=-1 ряд (28) будет таким: — У (-1 и. OH 
| 

сходится (по признаку Лейбница). п=0 

В точке x = | ряд (28) будет таким: x (- 1)” т Он сходится 

(по признаку Лейбница). п=0 

Обозначим сумму ряда (28) через s(x), x Е [-1, |]. Так как ряд 

(28) сходится при х=+1, то s(x)eE С(-1, 1}) (s(x) непрерывна 

справа в точке x = —1 и непрерывна слева в точке X = 1). Поэтому 

. . у s(-0)= „Изд - tim aretex = 4. 
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п 
$ (1) = Jims (x) = lim arctg x =7° 

Значит, разложение (28) имеет место и при х = £1. Takum образом, 
окончательно 

2п+1 oo x 

t = > —] п , 

arene x 2 ) 2n +1 
xe[-l,l]. 4 (29) 

Замечание. В разложении (29) мы сталкиваемся CO странным, 
на первый взгляд, явлением: ряд, стоящий в правой части равен- 
ства, сходится только для хЕ[-1,1], а левая часть равенства, 
функция arctgx, имеет смысл при любом x. Объяснение этого 
факта мы узнаем позже при изучении функций комплексного 
аргумента. 

Пример 6. Биномиальный ряд (разложение в ряд Маклорена 
функции (1+х)”). 

№ Заметим сразу, что степенную функцию приходится брать 
в виде (1+ х)” , так как функция х” не удовлетворяет, за исклю- 
чением случая, когда т — целое положительное, необходимому 
условию наличия производных любого порядка; действительно, 
при х=0 или сама эта функция, или ее производные, начиная 
с некоторого порядка, обращаются в бесконечность. 

Составим для функции f(x)=(1+x)” (т— любое, веще- 
ственное, не равное нулю) ряд Маклорена. Для этого находим: 

f(x) =т(+х)”""; f(x) =т(т-1.(+х)”?; ...; 

f(x) = т(т- 1...[т- п- 11. @а+х)""; ..., 

откуда 

Л(0) =1; FM=m;, /”(0) = т(т-1)}; ...; 

f™ (0) = т(т- 1 (т-2)...[т- (п- 1]; 

Ряд Маклорена для функции f(x) = (1+х)” будет, следователь- 
но, таким: 

т(т-1) 2 m(m-1)(m- 2) хз 
| +тх + 51 31 +... + 

‚ та-(т- 2)... [т- (и-П] и, (30) 

п! 
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Заметим, что при целом положительном т ряд (30) обрывается 
на (т+1)-м члене, превращаясь в известный из элементарной 
математики “бином Ныотона”. Если же число т — нецелое, или 
целое, но отрицательное, то ни один из коэффициентов ряда (30) 
в нуль не обратится, и нам придется иметь дело с бесконечным 
рядом. Этот ряд называется биномиальным, а его коэффициен- 
ты — биномиальными коэффициентами. По внешнему виду они 

напоминают обычные биномиальные коэффициенты, рассматри- 
ваемые в элементарной математике. 

Найдем радиус сходимости ряда (30). Для этого составляем 

ряд из модулей членов ряда (30) и применяем к полученному ряду 

признак Даламбера: 

lim [и„(х)| — lim |т(т - 1 (т- 2).. [т -— (п-1)]|. (n +1)!- |" _ 

n= [nD] n> | m(m —-1)(m— 2)...[т -— (п-1)](т- n)|- ni. || 

"(1+1 (1+1) 
т n+1 1 п) | п) | | 

= lim -—— = lim — = lim Е = 
ns |m—n| || по , my |x| По т _ | || |x| 

n n 

=> ряд (30) сходится, и притом абсолютно, если [x|<1, и pacxo- 

дится, если |x| > 1. Значит, радиус сходимости ряда (30) равен 1 

(R=1). Сумму ряда (30) обозначим через s(x), хЕ (-1,1). Нам 

нужно теперь проверить, что ряд (30) сходится к f(x), т.е. что 

s(x) = f(x), xe(-l, 1). 
Мы знаем, что в интервале сходимости степенной ряд можно 

дифференцировать почленно. Следовательно, для любого 
x (-1,1) будем иметь 

т(т - 1) m(m—-1)(m- 2). 
s(x) =т+ т х+ 5 +... + 

„т(т-П(т-2)..т- и] и, 8 
(n-1)! 

"м 2! 

31 acta] (31) 

(n—-1)! 
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Умножим обе части равенства (31) на (1+х) и приведем подоб- 
ные члены. Эта операция законна, так как для хЕ (-1,1) ряд (31) 
сходится абсолютно. 

Получим 

от «(2 [О ae eee 

(m —1)(m— 2)...[т- (п-1)] | (т-0(т- 2)..[т-("п-2)]) nt 

+( (n—1)! ы (и-2)! |x * 

п! 

(2 —1)(m—2)...[m - (п-1)] (т — п) + 

(m= 1) (m- ие . |- 
(n-1)! 

51 ... = .|. 

ww) 

m(m-I) 2 о m(m— 1) (m- 2)...[m-(n-I)] ,n +. 

=5 (x) 

Таким образом, для любого хе (-1,1) имеем 

(1 + x) s(x) = 5(х).т. (32) 

Рассмотрим теперь отношение 

5% [50 _ 
f (x) fH, xe( |, |, 

и найдем производную этого отношения 

“(5% - s(x) - (1+ x)" — 5(х)-т(+х)”" _ 

dx f (x) (1 + х)?" 

_ (1 + x) s’(x) —s(x)-m 

(+ x)"*! 

В силу (32) числитель последней дроби равен нулю для любого 

5% |0. хЕ (-1,1). Но тогда 

=C (const), хе (-1, 1), откуда 

а 1,1), — ХЕ( ), так что al 

50) 
f(x) 
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s(x)=C- f(x), хе(-Ь). (33) 

Из выражения (30) для s(x) замечаем, что 5(0) =1. Это условие 

используем для определения постоянной С. 
Для этого положим в обеих частях равенства (33) х=0. 

Получим 

5(0) =С. 1 (0) <= 1=С.1 © Cel. 

Таким образом, окончательно получаем $ (х) = f(x), хе (1, 1), т.е. 

(Lexy 14 Tx BOD 42 +... 

ри ри (34) 
ттт). ти] en ‚ ХЕ(-1,1. 

п! 

Разложение (34) установлено нами для хе (-1, 1). Что касает- 

ся концов промежутка: х = +1, то мы приведем результаты без 

доказательства. 
Эти результаты таковы: 
1) если т > 0, то разложение (34) справедливо для x Е [-1, 1]; 
2) если -|[<т<0, то разложение (34) справедливо для 

ХЕ (-1, |]; 

3) если т < -1, то разложение (34) справедливо для хЕ (-1, 1). 
Замечание 1. Биномиальный ряд является основой разложе- 

ний многих функций в ряды. 
Найдем, например, разложение в ряд Маклорена функции 

f(x) =arcsin x. | 

т =(-:2) 2. 
Vi- 2? 

Рассмотрим биномиальный ряд при m= -5 и независимой пере- 

№ Положим /(1) = агсят г. Тогда f’(t) = 

менной (-17) . Получим 

Lye 3 4.1.3.56, 1B nD on 
= ——ft +... 

12 2 21.22 31.23 п!. 2” 

12 Е[0,1) <> ЕЕ (-1, 1). 

Возьмем любое хеЕ (-1,1) и проинтегрируем почленно полу- 
ченный ряд по промежутку [0, x]. Будем иметь 
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откуда 

=, (2n - ПН х2"+ 
arcsinx =х+ 

>. (21)! 2п+1 

Разложение (35) установлено нами пока лишь для хЕ (-1, 1). 
Выясним, справедливо ли оно при х = 1? 

В точке х =1 ряд (35) будет таким: 

= (2n-1)!" 1 
I+ Он ит. 

(35) 

Имеем 

a, _ (21-11. (21+2)1. (2п+3) _ (2n + 2)(2n +3) | 
ам (21)!.(21+1).01+)! (2+1? п С 

Составляем переменную Раабе 

к, =" а, =) [биз 3. —Gns 0"). 
п (2n + 1)? 

2(642 
би+5 _ " [6+2] 

=f = 
2 1)? 2 ео 

(2и+1 из (2+1 " 

SOD. 

Значит, ряд (35) вточке х = 1 сходится. В точке x = -1 будем иметь 

=, (28 Пн 1 
1-2 (Qn)! n+l 

(35) в точке X =1. Значит, он тоже сходится. Обозначим сумму 

. Этот ряд лишь знаком отличается от ряда 

ряда (35) через s(x), x Е [-1, 1]. По изложенному в п. 3°, заключа- 

ем, что 5(х) е С(-1,1]), причем s(x) непрерывна справа в точке 

x = -1 и непрерывна слева в точке x =1. Имеем 
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Tt 
s(-l) = tim 3s (x) = tim | arcsin х = -5, 

т 
5 (1) = im 5(>) = jim агсят x= 5. 

Значит, разложение (35) справедливо в промежутке [-1, 1]. q 

Замечание 2. Следует иметь в виду, что разложение функций в 
степенной ряд при помощи использования уже известных разло- 
жений часто осуществляется проще, чем с помощью формулы 
Маклорена. Мы видели это на примерах разложений в ряд функ- 
ций: с0$х, shx, chx, ш(+х), arctgx, arcsinx. 

Приведем еще один пример. 
Пример. Разложение показательной функции f(x) =a~ в ряд 

Маклорена. 

} Имеем a* =е* а. Положим t=xIna. Известно, что для 
любого [е (-°, + оо) 

Заменив в этом равенстве {на х па , будем иметь сразу для любого 

хе (—co, + oo) . 

ша (Ina)? (In a)" | x 2 a* = ++... 
|! 2! п! т 

С. ay" x 

Дополнение к теории рядов 

Г. Вычисление сумм числовых рядов с заданной точностью. 
В главе “Числовые ряды с вещественными членами” мы мно- 

го занимались исследованием сходимости числовых рядов. Одна- 
ко наряду с вопросами сходимости при оперировании с рядами 
возникает другая важная и более трудная проблема — задача 
суммирования рядов. 

Мы видели на примерах геометрического ряда и ряда 

>. хе +’ ‚ что иногда можно найти сумму ряда по определению, 
n=! 

Т.е. вычисляя lim n Sy. В большинстве же случаев этот естествен- 
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ный путь суммирования ряда наталкивается на непреодолимые 
трудности. Поэтому часто ставится вопрос об отыскании прибли- 

женного значения суммы данного числового ряда с наперед за- 
данной степенью точности. 

Принципиальное значение этого вопроса очевидно. Пусть 

имеется сходящийся ЧИСЛОВОЙ ряд У а, (так как ряд сходится, то 

n=l 

он имеет сумму 5). По определению, 5 = lim $, (s, — л-я частич- 
П— со 

ная сумма ряда). Поэтому, если требуется найти приближенное 
значение суммы ряда 5 с ошибкой, не превосходящей по абсолют- 
ной величине положительного числа €, мы выбираем число 

N = N(e) таким, чтобы было 

|5-5„|<=, для любого neN, 

и принимаем за искомое приближенное значение суммы ряда 5 
частичную сумму S, (п> М). 

Таким образом, по заданной абсолютной погрешности € мы 
находим такой член ряда @,, чтобы сумма остатка ряда К), 
начинающегося со следующего члена, по абсолютной величине 
не превосходила число $, т.е. |^„| <=. Тогда оставшаяся частич- 
ная сумма S, и будет ответом. 

Однако следует иметь в виду, что, вычисляя значение частич- 
ной суммы 5, нашего ряда, приходится переводить члены этой 
частичной суммы в десятичные дроби, производя при этом округ- 
ления, т.е. внося новые погрешности, вызванные техникой вы- 
числения. Эти погрешности необходимо учитывать так, чтобы в 

сумме с оценкой отброшенного остатка ряда RK, получить число, 
не превосходящее заданной погрешности =. Для этого число = 
разбивают на два положительных слагаемых &=& += и при 

определении номера п частичной суммы S,, принимаемой за 
приближенное значение суммы ряда 5, требуют, чтобы выполня- 
лось условие |» <=, а при вычислении частичной суммы S,,, 
переводя члены ряда в десятичные дроби, оставляют такое коли- 
чество десятичных знаков, чтобы сумма погрешностей, допущен- 
ных в каждом члене S,, не превосходила число =. 

Пример 1. Вычислить с ошибкой, не превосходящей 0.00001, 
сумму ряда 
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» Разбиваем заданную допустимую погрешность = = 0.00001 

на два слагаемых: = = 0.000005 + 0.000005. Так как данный ряд 

удовлетворяет условиям теоремы Лейбница, то модуль суммы 
остатка ряда не превосходит модуля первого члена остатка. По- 
этому следует найти ближайший к началу ряда член, модуль 

которого не превосходит 0.000005. Takum членом будет 9! так 

| | | 
— = 0.000005 i - как 91 = 362880 < (заметим, что предыдущий член OT 

бросить нельзя, так как tI = > 0.00001 ). 
7 5040 

Таким образом, с ошибкой, не превосходящей 0.000005 , бу- 
дем иметь 

1-1 4241 
31151 7! 7! ~ 5040 

(погрешность округления < 0.000003). 4 
Пример 2. Вычислить с ошибкой, не превосходящей 0.001, 

_ 5040-840+42-1_ 4241 084147 
$ = | 

= | 
сумму ряда Los 

}» Разбиваем заданную допустимую погрешность = = 0.001 Ha 

два слагаемых = = 0.0005 + 0.0005. Так как данный ряд положи- 
тельный, удовлетворяющий условиям интегрального признака 

+oo 

Коши, To сумма остатка ряда R,, < [у (х) Ах. Здесь f(x) = a — 
n x 

производящая функция для данного ряда. Имеем 

=> dx 1 

х 4х“ 4n*° 

Выясним, сколько нужно взять первых членов ряда, чтобы 
сумма остатка ряда была меньше 0.0005. Для этого нужно рас- 
смотреть неравенство: 

| 11 < 00005 = 4“ > 2000 => п“>500. 
n 

Пугем проб находим, что наименьшее значение п, удовлетворяю- 

щее этому неравенству, есть 1 = 5 (5% = 625 > 500, а4“ = 256 < 500). 
Значит, если взять пять первых членов, т.е. положить 
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~| | | 1 
$5 = 35145155, 

ще 0.0005. 

Имеем далее 

то абсолютная погрешность будет мень- 

| | | | 
] a a es 1.036 

(погрешность округления меньше 0.0004). 4 
Пример 3. Вычислить с ошибкой, не превосходящей 0.001, 

+ 
СУММУ PANS 45 

>» Разбиваем заданную допустимую погрешность = = 0.001 на 
два слагаемых = = 0.0005 + 0.0005. Имеем 

| ] | 
Кии = — + + +... = 
"И (n+D)! (a +2)! 

1+ + + }< 
п! (ntl) (n+1)(n4+2) “ 

ellis + + = 
п! (1+1) (+12 ^^ 

геом. ряд 

Выясним, сколько нужно взять первых членов ряда, чтобы сумма 
остатка ряда была меньше 0.0005. Для этого нужно рассмотреть 
неравенство 

n+l < 0.0005. 
nin 

Путем проб находим, что наименьшее значение п, удовлетворяющее 

8 8 
этому неравенству, есть п = 7. В самом деле, = < 0.0003, 

у HEP у 7.7 35280 

7 7 
а б.6 = 4320 > 0.0005. Значит, сошибкой, меньшей 0.0005, будем иметь 
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| + т 
21° 3! 45 6! 

| ООО ПОВ | 157 
= 2.5 +— — = 2. а + al = 2.5 + 720 => 5 718 

(погрешность округления < 0.0005). 4 
Замечание. Для абсолютно сходящихся знакопеременных ря- 

дов (но не знакочередующихся), оценивая сумму остатка ряда, 
заменяют остаток ряда рядом, составленным из модулей членов 
остатка, а с последним поступают так же, как при оценке суммы 
остатка положительного ряда. 

2°. Вычисление значений функций при помощи степенных рядов. 
Разложения функций в степенные ряды позволяют во многих 

случаях вычислять с любой наперед заданной точностью значе- 
ния этих функций. Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 4. Вычислить с ошибкой, не превосходящей 0.00001, 

| 
10 = 

е =е!0. 

x? x? x" 
» Имеем e* =14+x4+——+——+...4¢—+..., ХЕ (-°, +0). 

21 3! п! 
Следовательно, 

1 2 3 п 

еб =1+01+ о, + bit +O +. 

Разбиваем заданную допустимую погрешность Ha два слагаемых: 
= = 0.000005 + 0.000005. Имеем 

_ Ol)" (0.1)"*! й (0.1)"*? 
mt nl (1+0! (n +2)! 

_(ly"(,, Ol (0.1)? CI" (, , 04. (041 _ 
ont (1 Ot Ot |< п! ее +. |= 

_ 1" 1 A)" +t) 
nt 4 Ol nln +0.9) 

n+] 

Выясним, сколько нужно взять первых членов ряда, чтобы сумма 
остатка ряда была меньше 0.000005. Для этого нужно рассмотреть 
неравенство 
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(0.1)" - (п +1) 

п! (п + 0.9) 

Путем проб находим, что наименьшее значение п, удовлетворяю- 
щее этому неравенству, есть n = 4. Значит, с ошибкой, меньшей 
0.000005 , будем иметь 

1 1+ 01+ 001, 0001 _ 9 L957 
2! 3! 

(погрешность округления < 0.000005). 4 
Пример 5. Вычислить с ошибкой, не превосходящей 0.0001, 3/35. 

| 
35 3 }5 

И $85 =2-435 = 2/1 —|^. > меем V3 32 (1+) 

| 
Мы знаем, что (1+х)? ах 

< 0.000005. 

57771.52 ° 131.5” 7 
Следовательно, 

4 32 4.9 3 
35 =2 +. 3 + _... 

5 32. 21.52 (32)? 31.53 (32) 

Разбиваем заданную допустимую погрешность на два слагаемых: 
= = 0.00005 + 0.00005. Tak как ряд знакочередующийся, удовлет- 
воряющий условиям признака Лейбница, то методом проб нахо- 
дим ближайший к началу член, модуль которого не превосходит 

4.9 3 
0.00005. Таким членом оказывается 31.53 32} Значит, с ошиб- 

кой, меньшей 0.00005 omen иметь: 

5 9 55= _ 535 =24+— 0-0 = 3/35 = 2.0361 

(погрешность округления < 0.00005). 4 
3°. Вычисление интегралов при помощи степенных рядов. 
Способ вычисления определенных и неопределенных интег- 

ралов с помощью степенных рядов состоит в следующем: разлага- 
ем (если это возможно) подынтегральную функцию в степенной 
ряд, а затем производим почленное интегрирование полученного 
ряда. Приведем несколько примеров. 
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sin t 
Пример 6. Вычисление интегрального синуса Six = —— at. 

№» Гочка ¢=0 — особая точка (в ней не определена  подынтег- 

sint sint 
ральная функция). Так как lim —— = =1,To f(t)= —- ограни- 

ченная функция. 

_ sin t #0 
Если положить 7() =); › Г”, то легко видеть, что 

|, t=0 

fie С(0, x]), где х— любое. Значит, для любого конечного х 

F(t) е В(0, х]) , а значит, js ant at сходится. 

Имеем 

1? 15 pone 

sintf=f—-—+—-...+(-l)” +... —co. + со | ar st TOP ик, Fete), 
откуда 

sin t r2 1 yen 
— =|-—+—-.,.+(-l)" +... —co. + со 

t 31 5! С ит *  FE ate) 
(в точке #=0 левую часть равенства понимаем в предельном 
смысле). Следовательно, 

._psing , x? x° n xe six = | dt =x - St Sen + CD) One Dione * 

ХЕ (—c0, + 00). 

Подставляя в ряд вместо X Te или иные конкретные значения, мы 
можем найти интересующие нас значения функции SIX. 4 

_ 7? | x 

Пример 7. Вычисление (x) = —— fe 2 dy. 
2 0 

у 2 п 
t t 

> Заменяя в равенстве е! = | tito yt Е ... аргумент [ 
® ni 

2 
2 a ae 

2 Ha -5-, получаем разложение функции е в степенной ряд 

(годное при любом значении у): 
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y? 2 2\2 2\3 2\" 
“yy Yet ye] bp apn Lf ve e | [> He] tte (5. +- 

Пусть x — любое конечное. Ряд, стоящий в правой части последне- 

го равенства, сходится равномерно в [0, x], ибо [0, x] c (-, + ©). 

Поэтому законно почленное интегрирование этого ряда в [0,х]. 

Получаем 

х ay 
Ф(х) = ——= he 24 

У2по 

i x3 х5 2nel 
= ———| x- + _...+ (-1)” +... 
= 2.3 21.22.5 отт | 

Подставляя в ряд вместо х конкретные значения, можно найти 
интересующие нас значения функции D(x).



Литература 

1. Кидрявиев, Л. Д. Курс математического анализа : учебник 
для бакалавров. В Зт. Т. 1 / JI. A. Кудрявцев — 6-е изд., перераб. 
и доп. — М. : Юрайт, 2014. 

2. Натансон, И. П. Теория функций вещественной переменной: 
учебник для вузов / И. П. Натансон. — 5-е изд. — СПб. : Лань, 2008. 

3. Никольский, С. М. Курс математического анализа. В 2 т. / 
С. М. Никольский. — 3-е изд. — М.: Наука, 1983. 

4. Толстов, Г. Hf. Курс математического анализа. В 2 т. T. 2 / 
Г. II. Толстов. — М. : Государственное издательство технико-тео- 

ретической литературы, 1954. 
5. Фихтенгольц, Г. М. Курс дифференциального и интеграль- 

ного исчисления. В Зт. Т. 2, 3 / Г. М. Фихтенгольц. — М. : Физ- 
матлит, 2001.



Наши книги можно приобрести: 

Учебным заведениям и библиотекам: 

в отделе по работе с вузами 

тел.: (495) 744-00-12, e-mail: vuz@urait.ru 

Частным лицам: 

список магазинов смотрите на сайте urait.ru 

в разделе «Частным лицам» 

Магазинам и корпоративным клиентам: 

в отделе продаж 

тел.: (495) 744-00-12, e-mail: sales@urait.ru 

Отзывы об издании присылайте в редакцию 

e-mail: gred@urait.ru 

Новые издания и дополнительные материалы доступны 

на образовательной платформе «Юрайт» urait.ru, 

а также в мобильном приложении «Юрайт.Библиотека» 

Учебное издание 

Аксенов Анатолий Петрович 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ. ЧАСТЬ 3 

Учебник и практикум для вузов 

Формат 60x90 1/16. 
Гарнитура «Charter. Печать цифровая. 

Усл. печ. л. 22,56 

ООО «Издательство Юрайт» 

111123, г. Москва, ул. Плеханова, д. 4a. 

Тел.: (495) 744-00-12. E-mail: izdat@urait.ru, www.urait.ru


	обложка
	титул
	оглавление
	Предисловие.
	Глава 1. Функции нескольких переменных. Непрерывность.
	Глава 2. Частные производные. Дифференциалы функций нескольких переменных.
	Глава 3. Теория неявных функций. Зависимость и независимость Функций.
	Глава 4. Экстремумы функций нескольких переменных.
	Глава 5. Числовые ряды с вещественными членами.
	Глава 6. Функциональные последовательности и ряды.
	Дополнение к теории рядов.
	Литература.
	типографский листок

